8.5-8.6 Kurver i polarkoordinater

Polarkoordinater og kartesiske koordinater: Lr =T COS(@ )

y = rsin(60)

Enhetssirkelen: $2 —+ y2 — COSQ(H) -+ sin2(9) — 1] Q

Noen vanlige tilfeller:
r=ro; 0=00; 11 <1 <71

01 <0 <0

Eksempler pa former:

r=2;, xy=4; x°—y °+(y—3)*=9

Nz
= 7K




Symmetrier

Om x-akselen: O — —F0
Om y-akselen: (7“, (9) — ( T, —6’)
Om origo: r+— —T

Stigningstall for kurve r = f(6)

Ved kjerneregelen:

dy _dydo _ f'(6)sin(6) + £(6) cos(0)
dr 6 dc  f/(6)cos(9) — f(0)sin(h)

Dersom f(6,) = 0 i et punkt (kurven passerer origo): —~ = = tan(0)



Buelengde i polarkoordinater

Buelengde av kurve r = f(0), for 8 € [0,, 0,]: r—1— cos(f) <

1
2

02
Lo)= [ ()7 +(r©))* a

Kardiode

Areal i polarkoordinater

Region mellom to kurver og to vinkler:

S={a<0<p, f1(0) <r< f2(0)}

Areal ved integralet:

b
AS) =5 [ [(0)7 - (52(0))?] a6




A epef/‘\%/'on

/inecer algebra C10.-10.4)



Vektorromrmet K3

Det ewklidiske rorimet (kartesiske koordinater)

R := {(z,y,2): z,y,2 € R}

er et eéSempe/ pd et reelt vektorron V-

U+v=v+u lu =u
(u+v)+w=u+ (v+ w) a(bu) = (ab)u
u+0=u a(u+v) = au + av
u—+ (—u) =0 (@ + b)u = au + bu

u,v,w eV a,b e R




4 visZand 03 /. enga/e

Lengde av vektor v = (xy,2)

] = Va2 +y? + 27

AHvstandstorrel

d(Pr, P2) = \/(372 —21)* + (Y2 —y1)? + (22 — 21)?

4

fléSeMPe/ : enhiet sstaeren med Sentrenr i 0,0 ,2> 1

{r,y,2 € R 2° +9y° + (2 — 2)* =1} %



SKkalarprodukt

£t skalarprodukt (indreprodukt) er en a\/éi/a//ng

VxV =R sk & (u,v) — u-v

UV =V-U
(Au) - v=u-(I)=XANu-v), AER

u-(v+w)=u-v4+u-w
u - u > 0 med likhet kun for uw =0

SpeS/e/Z‘-' u-v dgf. UW1V1 + UV + ugvy er et Séd/dl‘pl‘oa/é(&.



Det euklidiske skalarprodukiet

For skalarprodukiet u-v = uiv1 + UV + U3v3 gje/der:

u-u = |ul?

A proj,u = (um)v, v # 0

. 2
pToj,u ! v | v ‘

U def,
L u-v=0 <= "u er ortogonal med v”

ksempel: w = (1,2,2), v= (=2,-2,4)

w-v=1(=2) + 2(=2) +2(4) = 2 (1,2,2)




Krnyssprodegdet

For (’rySSproa/a(’Zei ux v (lul[v]sin(0))n 5/"3/0/“3*"

A UXV (ru) x (sv) = (rs)(u x v)
| uX (V+w)=uXv+uxw

1
1
v = (u4+v) X w=uXw+v X w
n 0 u X v //’ uXv=—(vxXu)
>

U OxXxu=0

Spe,S re/t er:

uXv=det |u; us us

= (ugv3z — ugvy)er + (ugvy — uiv3)es + (u1v2 — usvy)es

— (uzfug — U3V, U3V] — UIV3,UIVY — UZUl)



Del s :é alare Z‘r/ppe/proa/a& el
£l erson

uXxXv=det |u; us us




Z.//gje 2/ /:9/7//73 03 /st and

[_//3/}3 ﬂ/'ennom pan,éf e? 2o para/ /ell med \/e,,éforen 4

| ={Py+tv:t eR}

lv| (grunnlinje)

> d(P,l) = hgyde

areal |P()ﬁ X |

~ grunnlinje v




P/ arn- / /:9/7/‘/?331‘ 03 VS Z‘dna/

2/ an 5/3/7/70/»‘7 pan,éfez‘ po 38/73/‘@/‘2‘ av \/e,éz‘orene Uy V

P={Py+ su+tv:s,teR}
p

Uu

Plan ﬁjermom panﬁez( (xo /0 ,zo> orZ‘ogona/Z‘ ot \/e,éforen (A ,B ,C>
P ={(z,y,2): Az —z0) + B(y —yo) + C(z — 20) = 0}

Ax+By+Cz=D

Avstand mellorr et panﬁ e og et p/an
4>(+By+Cz=D ﬁ/'ennom panﬁef Po =( xo,yo,z().

d(l,{Az+ By +Cz=D}) = ﬁ AB C)




/ —

y? =2x+ (e? — 1x?

8.1 Kjeglesnitt P

Familier av kurver som beskriver skjeeringer mellom plan og
en kjegle (dobbeltkon).

For tilfellet nar kurvene er parallelle med x,y-aksene:

Sirkel: (x — x0)* + (y — yp)* = R?

X —X 2 y—y 2
Ellipse: < 0) +< 0> —1
a b
X — X 2 y—y 2
Hyperbel: < O> — < O) =1
a b

Parabel: Y=y = c(x —x5)*  eller (x—xg) = c(y — yp)*




11.1 (og 11.3) Vektorevaluerte funksjoner

Funksjoner ] C R — R",n € Z.,, kalles vektorevaluerte. De er kurver i R".
>1

ISt y(1) = (1 (D,....7,(0)) € R

Kurven y er kontinuerlig dersom y; er kontinuerlige for alej=1,...,n.

L 1/2
Kurven y er glatt dersom |y | = (Z }/]2> > (0 p3 et gitt intervall.
j=1

Vektoren v = y er hastigheten, skalaren | v| = |y | er farten.
v [] LN ] [}

T = ﬁ er enhetstangentvektoren. Den andrederiverte a = v er akselerasjonen.
V

4
Buelengden s(7) = [ | 7(7) | dz er lengden av y fra y (1) til y(2).

lo



