
8.2-8.3 Kurver i planet

Kurve i planet: 

Kan være grafer eller mer generelle former, som en ellipse:

En glatt kurve er kontinuerlig deriverbar med  overalt.| ·γ(t) | ≠ 0

Stigningen  er gitt ved , så langt dy/dx
·γ2(t)
·γ1(t)

·γ1 ≠ 0.

<latexit sha1_base64="pC6p9jHgLhhx/wYIGHy69PEUnKs=">AAACD3icbVBLSwMxEM76rPW16tFLsCgtSNktil6EohePFewD2mXJptk2NNldklmhlP4DL/4VLx4U8erVm//GtN2Dtg4EvscMk/mCRHANjvNtLS2vrK6t5zbym1vbO7v23n5Dx6mirE5jEatWQDQTPGJ14CBYK1GMyECwZjC4mfjNB6Y0j6N7GCbMk6QX8ZBTAkby7ZNOj0hJilDCV7g4I75r6CnOSMWQkm8XnLIzLbwI3AwUUFY13/7qdGOaShYBFUTrtusk4I2IAk4FG+c7qWYJoQPSY20DIyKZ9kbTe8b42ChdHMbKvAjwVP09MSJS66EMTKck0Nfz3kT8z2unEF56Ix4lKbCIzhaFqcAQ40k4uMsVoyCGBhCquPkrpn2iCAUTYd6E4M6fvAgalbJ7XnbuzgrV6yyOHDpER6iIXHSBqugW1VAdUfSIntErerOerBfr3fqYtS5Z2cwB+lPW5w+O/5nS</latexit>

�(t) = (�1(t), �2(t))
<latexit sha1_base64="1zN/p/7vM3zXluVZIVxNjweN4jI=">AAACCHicbVDLSgMxFM34rPVVdenCYBFclZmi6LLoRndV7AM6tdxJ0zY0yQxJRihDl278FTcuFHHrJ7jzb8y0s9DWA4HDOffe3HuCiDNtXPfbWVhcWl5Zza3l1zc2t7YLO7t1HcaK0BoJeaiaAWjKmaQ1wwynzUhREAGnjWB4mfqNB6o0C+WdGUW0LaAvWY8RMFbqFA78PggBfjpJ4mvsmxD7AswgCJLb8X25Uyi6JXcCPE+8jBRRhmqn8OV3QxILKg3hoHXLcyPTTkAZRjgd5/1Y0wjIEPq0ZakEQXU7mRwyxkdW6eJeqOyTBk/U3x0JCK1HIrCV6Y561kvF/7xWbHrn7YTJKDZUkulHvZhje22aCu4yRYnhI0uAKGZ3xWQACoix2eVtCN7syfOkXi55pyX35qRYucjiyKF9dIiOkYfOUAVdoSqqIYIe0TN6RW/Ok/PivDsf09IFJ+vZQ3/gfP4A75mZRw==</latexit>

� : I ! R2

<latexit sha1_base64="WRQ2TaUQM9v05mzbsiTSRXj6BXE=">AAACDnicbZDLSgMxFIbP1Futt1GXboKlIAhlpii6EYpuXFawF2jHkkkzbWjmQpIRh6FP4MZXceNCEbeu3fk2ZtpZaOuBhJ/vP4fk/G7EmVSW9W0UlpZXVteK66WNza3tHXN3ryXDWBDaJCEPRcfFknIW0KZiitNOJCj2XU7b7vgq89v3VEgWBrcqiajj42HAPEaw0qhvVnqewCR9uKtNUqwvdIxmJMmIm5ELZPfNslW1poUWhZ2LMuTV6JtfvUFIYp8GinAsZde2IuWkWChGOJ2UerGkESZjPKRdLQPsU+mk03UmqKLJAHmh0CdQaEp/T6TYlzLxXd3pYzWS814G//O6sfLOnZQFUaxoQGYPeTFHKkRZNmjABCWKJ1pgIpj+KyIjrNNQOsGSDsGeX3lRtGpV+7Rq3ZyU65d5HEU4gEM4AhvOoA7X0IAmEHiEZ3iFN+PJeDHejY9Za8HIZ/bhTxmfP1dvmv4=</latexit>

x2

a2
+

y2

b2
= 1

Og den andrederiverte  ved  med bruk av kjerneregelen.y′ ′ (x)
·γ2

·γ1 − ·γ1
·γ2

( ·γ1)3

<latexit sha1_base64="5b+5BZ+141+M9pulSXE/YGlue4E=">AAACCHicbZDLSgMxFIYz9VbrrerShcEitCBlRhTdCEU3LivYC3SGciZN29AkMyQZoQxduvFV3LhQxK2P4M63Mb0stPWHwMd/zuHk/GHMmTau++1klpZXVtey67mNza3tnfzuXl1HiSK0RiIeqWYImnImac0ww2kzVhREyGkjHNyM640HqjSL5L0ZxjQQ0JOsywgYa7Xzh34PhICiKeErXARfM2n5JPRJpC2U2vmCW3YnwovgzaCAZqq2819+JyKJoNIQDlq3PDc2QQrKMMLpKOcnmsZABtCjLYsSBNVBOjlkhI+t08HdSNknDZ64vydSEFoPRWg7BZi+nq+Nzf9qrcR0L4OUyTgxVJLpom7CsYnwOBXcYYoSw4cWgChm/4pJHxQQY7PL2RC8+ZMXoX5a9s7L7t1ZoXI9iyOLDtARKiIPXaAKukVVVEMEPaJn9IrenCfnxXl3PqatGWc2s4/+yPn8AUlrl5c=</latexit>

�(t) = (a sin(t), b cos(t))



8.4 Buelengde og areal

Buelengden  er lengden på en kurve fra  til s(t) = ∫
t

t0
| ·γ(τ) | dτ γ(t0) γ(t) .

Størrelsen  er buelengdeelementet.ds = | ·γ(t) |dt

Arealet mellom x-aksen og en kurve med  er gitt ved .·x(t) ≠ 0 A = ∫
t1

t0
y(t) ·x(t) dt

En kurve parameterisert ved buelengde har lengden  fra  til s γ(0) γ(s) .

Dersom  er , og kurven sies være parameterisert ved buelengde.| ·γ(t) | = 1 s = t

Tilsvarende formel, , gjelder for arealet mellom en kurve og y-aksen.A = ∫
t1

t0
x(t) ·y(t) dt

<latexit sha1_base64="kiK2AczzEMTNc3T+Y1slQ13dpRQ=">AAAB/HicbZDLSsNAFIYn9VbrLdqlm8EitCAlEUWXRTcuK9gLNKFMppN26GQSZk6EUOqruHGhiFsfxJ1v47TNQlt/GPj4zzmcM3+QCK7Bcb6twtr6xuZWcbu0s7u3f2AfHrV1nCrKWjQWseoGRDPBJWsBB8G6iWIkCgTrBOPbWb3zyJTmsXyALGF+RIaSh5wSMFbfLlfB01xWoXYGHo21gVrfrjh1Zy68Cm4OFZSr2be/vEFM04hJoIJo3XOdBPwJUcCpYNOSl2qWEDomQ9YzKEnEtD+ZHz/Fp8YZ4DBW5knAc/f3xIREWmdRYDojAiO9XJuZ/9V6KYTX/oTLJAUm6WJRmAoMMZ4lgQdcMQoiM0Co4uZWTEdEEQomr5IJwV3+8iq0z+vuZd25v6g0bvI4iugYnaAqctEVaqA71EQtRFGGntErerOerBfr3fpYtBasfKaM/sj6/AHn75Oj</latexit>

(t sin(t), t cos(t))

<latexit sha1_base64="BKGHXMfzHjZ0q5lK+vBf9NtVyKo=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0YtQ8OKxgmkLbSib7aZdutmE3YlQQn+DFw+KePUHefPfuG1z0NYHA4/3ZpiZF6ZSGHTdb6e0tr6xuVXeruzs7u0fVA+PWibJNOM+S2SiOyE1XArFfRQoeSfVnMah5O1wfDfz209cG5GoR5ykPIjpUIlIMIpW8pHcErdfrbl1dw6ySryC1KBAs1/96g0SlsVcIZPUmK7nphjkVKNgkk8rvczwlLIxHfKupYrG3AT5/NgpObPKgESJtqWQzNXfEzmNjZnEoe2MKY7MsjcT//O6GUY3QS5UmiFXbLEoyiTBhMw+JwOhOUM5sYQyLeythI2opgxtPhUbgrf88ippXdS9q7r7cFlruEUcZTiBUzgHD66hAffQBB8YCHiGV3hzlPPivDsfi9aSU8wcwx84nz94yY2/</latexit>

t = 0

<latexit sha1_base64="Uns0g2QhAZGzbN4jR91mxV1rsk8=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKoheh4MVjBfsBbSib7aZdutnE3YlQQv+EFw+KePXvePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFyRSGHTdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+PWiZONeNNFstYdwJquBSKN1Gg5J1EcxoFkreD8e3Mbz9xbUSsHnCScD+iQyVCwShaqYPkhtR6ieiXK27VnYOsEi8nFcjR6Je/eoOYpRFXyCQ1puu5CfoZ1SiY5NNSLzU8oWxMh7xrqaIRN342v3dKzqwyIGGsbSkkc/X3REYjYyZRYDsjiiOz7M3E/7xuiuG1nwmVpMgVWywKU0kwJrPnyUBozlBOLKFMC3srYSOqKUMbUcmG4C2/vEpatap3WXXvLyp1N4+jCCdwCufgwRXU4Q4a0AQGEp7hFd6cR+fFeXc+Fq0FJ585hj9wPn8Aw56PFA==</latexit>

t = 2⇡

<latexit sha1_base64="BKGHXMfzHjZ0q5lK+vBf9NtVyKo=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0YtQ8OKxgmkLbSib7aZdutmE3YlQQn+DFw+KePUHefPfuG1z0NYHA4/3ZpiZF6ZSGHTdb6e0tr6xuVXeruzs7u0fVA+PWibJNOM+S2SiOyE1XArFfRQoeSfVnMah5O1wfDfz209cG5GoR5ykPIjpUIlIMIpW8pHcErdfrbl1dw6ySryC1KBAs1/96g0SlsVcIZPUmK7nphjkVKNgkk8rvczwlLIxHfKupYrG3AT5/NgpObPKgESJtqWQzNXfEzmNjZnEoe2MKY7MsjcT//O6GUY3QS5UmiFXbLEoyiTBhMw+JwOhOUM5sYQyLeythI2opgxtPhUbgrf88ippXdS9q7r7cFlruEUcZTiBUzgHD66hAffQBB8YCHiGV3hzlPPivDsfi9aSU8wcwx84nz94yY2/</latexit>

t = 0

<latexit sha1_base64="IkPpenx/OXJEbom6tIBDdxmE/Os=">AAAB8HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4qklR9CIUvHisYD+kDWWz3bRLN5uwOxFK6K/w4kERr/4cb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkQKg6777aysrq1vbBa2its7u3v7pYPDpolTzXiDxTLW7YAaLoXiDRQoeTvRnEaB5K1gdDv1W09cGxGrBxwn3I/oQIlQMIpWekRyQ7qJOK/2SmW34s5AlomXkzLkqPdKX91+zNKIK2SSGtPx3AT9jGoUTPJJsZsanlA2ogPesVTRiBs/mx08IadW6ZMw1rYUkpn6eyKjkTHjKLCdEcWhWfSm4n9eJ8Xw2s+ESlLkis0XhakkGJPp96QvNGcox5ZQpoW9lbAh1ZShzahoQ/AWX14mzWrFu6y49xflmpvHUYBjOIEz8OAKanAHdWgAgwie4RXeHO28OO/Ox7x1xclnjuAPnM8fMs+PTQ==</latexit>

t = ⇡/2

<latexit sha1_base64="BKGHXMfzHjZ0q5lK+vBf9NtVyKo=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0YtQ8OKxgmkLbSib7aZdutmE3YlQQn+DFw+KePUHefPfuG1z0NYHA4/3ZpiZF6ZSGHTdb6e0tr6xuVXeruzs7u0fVA+PWibJNOM+S2SiOyE1XArFfRQoeSfVnMah5O1wfDfz209cG5GoR5ykPIjpUIlIMIpW8pHcErdfrbl1dw6ySryC1KBAs1/96g0SlsVcIZPUmK7nphjkVKNgkk8rvczwlLIxHfKupYrG3AT5/NgpObPKgESJtqWQzNXfEzmNjZnEoe2MKY7MsjcT//O6GUY3QS5UmiFXbLEoyiTBhMw+JwOhOUM5sYQyLeythI2opgxtPhUbgrf88ippXdS9q7r7cFlruEUcZTiBUzgHD66hAffQBB8YCHiGV3hzlPPivDsfi9aSU8wcwx84nz94yY2/</latexit>

t = 0

<latexit sha1_base64="bWm9Jag3GtVvcWjh4A2yEuJtf1I=">AAAB7nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKohch4MVjBPOAZAmzk9lkyOzsMNMrhJCP8OJBEa9+jzf/xkmyB00saCiquunuirQUFn3/2yusrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjpk0zw3iDpTI17YhaLoXiDRQoeVsbTpNI8lY0upv5rSdurEjVI441DxM6UCIWjKKTWkhuSVeLXrniV/05yCoJclKBHPVe+avbT1mWcIVMUms7ga8xnFCDgkk+LXUzyzVlIzrgHUcVTbgNJ/Nzp+TMKX0Sp8aVQjJXf09MaGLtOIlcZ0JxaJe9mfif18kwvgknQukMuWKLRXEmCaZk9jvpC8MZyrEjlBnhbiVsSA1l6BIquRCC5ZdXSfOiGlxV/YfLSs3P4yjCCZzCOQRwDTW4hzo0gMEInuEV3jztvXjv3seiteDlM8fwB97nD1Ffjtg=</latexit>

t = ⇡



8.5–8.6 Kurver i polarkoordinater

Polarkoordinater og kartesiske koordinater:
<latexit sha1_base64="o5TvCbd8yBTlosSDE4qnc79gDZ8=">AAACEXicbZDLSgMxFIYzXmu9VV26CRahbsqMKLoRim5cVrAX6Awlk2ba0EwyJGfEUvoKbnwVNy4UcevOnW9j2o6grT8Efr5zDifnDxPBDbjul7OwuLS8sppby69vbG5tF3Z260almrIaVULpZkgME1yyGnAQrJloRuJQsEbYvxrXG3dMG67kLQwSFsSkK3nEKQGL2oXSPb7AGvtUmZIPPQbkyPfzgyk0XOIf2i4U3bI7EZ43XmaKKFO1Xfj0O4qmMZNABTGm5bkJBEOigVPBRnk/NSwhtE+6rGWtJDEzwXBy0QgfWtLBkdL2ScAT+ntiSGJjBnFoO2MCPTNbG8P/aq0UovNgyGWSApN0uihKBQaFx/HgDteMghhYQ6jm9q+Y9ogmFGyIeRuCN3vyvKkfl73TsntzUqxcZnHk0D46QCXkoTNUQdeoimqIogf0hF7Qq/PoPDtvzvu0dcHJZvbQHzkf35ecmv0=</latexit>

x = r cos(✓)

y = r sin(✓)

Enhetssirkelen:
<latexit sha1_base64="V37qr78R4f3bLQE87CmQDy/xdEw=">AAACGHicbZDLSgMxFIYz9VbrrerSTbAIFaHOFEU3haIblxXsBTrTkknTNjSTGZIz4lD6GG58FTcuFHHbnW9jelnU6oGEn+8/h+T8fiS4Btv+tlIrq2vrG+nNzNb2zu5edv+gpsNYUValoQhVwyeaCS5ZFTgI1ogUI4EvWN0f3E78+iNTmofyAZKIeQHpSd7llIBB7ez5U6uIz3Bi7hJ2aahbxbwLfQbk1GBXc7kASthpZ3N2wZ4W/iucuciheVXa2bHbCWkcMAlUEK2bjh2BNyQKOBVslHFjzSJCB6THmkZKEjDtDaeLjfCJIR3cDZU5EvCULk4MSaB1EvimMyDQ18veBP7nNWPoXntDLqMYmKSzh7qxwBDiSUq4wxWjIBIjCFXc/BXTPlGEgskyY0Jwllf+K2rFgnNZsO8vcuWbeRxpdISOUR456AqV0R2qoCqi6Bm9onf0Yb1Yb9an9TVrTVnzmUP0q6zxD9AsnIQ=</latexit>

x2 + y2 = cos2(✓) + sin2(✓) = 1

Noen vanlige tilfeller:
<latexit sha1_base64="mcshXm5KxNXvBBVIakLhJfy43Ok=">AAACTnicbZFLSwMxFIUz9VXra9Slm2ARXJWZoiiIILpxWcFWoTMMmcxtG8w8mtwRSvEXuhF3/gw3LhTRtB3RqhdCPs7JzeMkzKTQ6DhPVmlmdm5+obxYWVpeWV2z1zdaOs0VhyZPZaquQ6ZBigSaKFDCdaaAxaGEq/DmbORf3YLSIk0ucZCBH7NuIjqCMzRSYIOix1QFzhH1+jmLqIc9QGa0CXwbKnCpJ6FPVTEF9emeL7/Y4QcH9cCuOjVnXPQvuAVUSVGNwH70opTnMSTIJdO67ToZ+kOmUHAJdxUv15AxfsO60DaYsBi0PxzHcUd3jBLRTqrMSJCO1Z8dQxZrPYhDszJm2NO/vZH4n9fOsXPoD0WS5QgJnxzUySXFlI6ypZFQwFEODDCuhLkr5T2mGEfzAxUTgvv7yX+hVa+5+zXnYq96clrEUSZbZJvsEpcckBNyThqkSTi5J8/klbxZD9aL9W59TJaWrKJnk0xVqfwJ7JGxbg==</latexit>

r = r0; ✓ = ✓0; r1  r  r2; ✓1  ✓  ✓2

Eksempler på former:
<latexit sha1_base64="kqSWS3mE303pa0q1rUiQtfdHUzs=">AAACKnicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSJUpGWmVlSkUHXjsoJ9QDuWTJq2oZnMmGSkw9DvceOvuOlCKW79ENMHUqsHEs49516SexyfUalMc2TElpZXVtfi64mNza3tneTuXkV6gcCkjD3miZqDJGGUk7KiipGaLwhyHUaqTu927FefiZDU4w8q9Intog6nbYqR0lIzed2HBZi7go2nALVgP9RV/qd6zMEMDPVdgNa8eALTYeb0eGJcNpMpM2tOAP8Sa0ZSYIZSMzlstDwcuIQrzJCUdcv0lR0hoShmZJBoBJL4CPdQh9Q15cgl0o4mqw7gkVZasO0JfbiCE3V+IkKulKHr6E4Xqa5c9Mbif149UO0LO6LcDxThePpQO2BQeXCcG2xRQbBioSYIC6r/CnEXCYSVTjehQ7AWV/5LKrmsdZY17/Op4s0sjjg4AIcgDSxwDorgDpRAGWDwAt7AO/gwXo2hMTI+p60xYzazD37B+PoGkYqglw==</latexit>

x = 2; xy = 4; x2 � y2 = 1; x2 + (y � 3)2 = 9



Symmetrier

Om x-akselen:
<latexit sha1_base64="Ry3m0nurZLTYXGAyIx/kQCdT48Q=">AAACAHicbVDNSgMxGMzWv1r/Vj148BIsghfLrih6LHrxWMHaQncp2TTbhibZJflWKEsvvooXD4p49TG8+Tam7R60dSAwmfk+kpkoFdyA5307paXlldW18nplY3Nre8fd3XswSaYpa9JEJLodEcMEV6wJHARrp5oRGQnWioY3E7/1yLThibqHUcpCSfqKx5wSsFLXPQhgwIDgQJLUQIJPi3vXrXo1bwq8SPyCVFGBRtf9CnoJzSRTQAUxpuN7KYQ50cCpYONKkBmWEjokfdaxVBHJTJhPA4zxsVV6OE60PQrwVP29kRNpzEhGdlISGJh5byL+53UyiK/CnKs0A6bo7KE4E9gmnbSBe1wzCmJkCaGa279iOiCaULCdVWwJ/nzkRfJwVvMvat7debV+XdRRRofoCJ0gH12iOrpFDdREFI3RM3pFb86T8+K8Ox+z0ZJT7OyjP3A+fwDq/JX2</latexit>

✓ 7! �✓

Om y-akselen:
<latexit sha1_base64="/QI7gRHV9B0KOelSmhqfHXI9k0c=">AAACCHicbVDLSgMxFM34rPU16tKFwSJUaMuMKLosunFZwT6gM5RMmmlDk5khuSOU0qUbf8WNC0Xc+gnu/BvTdhbaeiBwOOdebs4JEsE1OM63tbS8srq2ntvIb25t7+zae/sNHaeKsjqNRaxaAdFM8IjVgYNgrUQxIgPBmsHgZuI3H5jSPI7uYZgwX5JexENOCRipYx8VVcmDPgNyij1JEg0xLpZVqZyJHbvgVJwp8CJxM1JAGWod+8vrxjSVLAIqiNZt10nAHxEFnAo2znupZgmhA9JjbUMjIpn2R9MgY3xilC4OY2VeBHiq/t4YEan1UAZmUhLo63lvIv7ntVMIr/wRj5IUWERnh8JUYJN20grucsUoiKEhhCpu/oppnyhCwXSXNyW485EXSeOs4l5UnLvzQvU6qyOHDtExKiIXXaIqukU1VEcUPaJn9IrerCfrxXq3PmajS1a2c4D+wPr8ATjAmDE=</latexit>

(r, ✓) 7! (�r,�✓)

Om origo:
<latexit sha1_base64="MOzT+2QGo+mRAygkvWmD8UTwW4w=">AAAB83icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBi2VXFD0WvXisYG2hu5Rsmm1Dk2xIskJZ+je8eFDEq3/Gm//GtN2Dtj4YeLw3w8y8WHFmrO9/e6WV1bX1jfJmZWt7Z3evun/waNJME9oiKU91J8aGciZpyzLLaUdpikXMaTse3U799hPVhqXywY4VjQQeSJYwgq2TQo1CgZWxKTrTvWrNr/szoGUSFKQGBZq96lfYT0kmqLSEY2O6ga9slGNtGeF0UgkzQxUmIzygXUclFtRE+ezmCTpxSh8lqXYlLZqpvydyLIwZi9h1CmyHZtGbiv953cwm11HOpMoslWS+KMk4cj9OA0B9pimxfOwIJpq5WxEZYo2JdTFVXAjB4svL5PG8HlzW/fuLWuOmiKMMR3AMpxDAFTTgDprQAgIKnuEV3rzMe/HevY95a8krZg7hD7zPH1K7kTc=</latexit>

r 7! �r

Stigningstall for kurve r = f(θ)
Ved kjerneregelen:

<latexit sha1_base64="2ueK2+9YdxzI0Y5PuhLfn7GRbO0="></latexit>

dy

dx
=

dy

d✓

d✓

dx
=

f 0(✓) sin(✓) + f(✓) cos(✓)

f 0(✓) cos(✓)� f(✓) sin(✓)

Dersom  i et punkt (kurven passerer origo):f(θ0) = 0
<latexit sha1_base64="L5PR44ZTqlUYmiGrNCDgeSKh7xA=">AAACKHicbVDLSsNAFJ34rPUVdelmsAi6KYkouikW3bisYB/QhDKZTOzgZBJmbsQS8jlu/BU3Iop065c4fVB8HRg495x7uXNPkAquwXGG1tz8wuLScmmlvLq2vrFpb223dJIpypo0EYnqBEQzwSVrAgfBOqliJA4Eawd3lyO/fc+U5om8gUHK/JjcSh5xSsBIPfvcixSheTgo8vChwLVJ6WkuDzzoMyCHRe7RRM8qXMMekJnbsytO1RkD/yXulFTQFI2e/eqFCc1iJoEKonXXdVLwc6KAU8GKspdplhJ6R25Z11BJYqb9fHxogfeNEuIoUeZJwGP1+0ROYq0HcWA6YwJ9/dsbif953QyiMz/nMs2ASTpZFGUCQ4JHqeGQK0ZBDAwhVHHzV0z7xEQFJtuyCcH9ffJf0jqquidV5/q4Ur+YxlFCu2gPHSAXnaI6ukIN1EQUPaJn9IberSfrxfqwhpPWOWs6s4N+wPr8AmBHprc=</latexit>

dy

dx
=

sin(✓)

cos(✓)
= tan(✓)



Kardiode

Areal i polarkoordinater
Region mellom to kurver og to vinkler:

<latexit sha1_base64="5o6Zf10DJWYzsEESkSip82+erwU=">AAAB/XicbVDLSsNAFJ3UV62v+Ni5GSxCXVgSUXQjFN24rGAf0IQymU7aoZNMmLkRaij+ihsXirj1P9z5N07bLLR64MLhnHu5954gEVyD43xZhYXFpeWV4mppbX1jc8ve3mlqmSrKGlQKqdoB0UzwmDWAg2DtRDESBYK1guH1xG/dM6W5jO9glDA/Iv2Yh5wSMFLX3lP4Erv4GHtU6ooHAwbkqGuXnaozBf5L3JyUUY561/70epKmEYuBCqJ1x3US8DOigFPBxiUv1SwhdEj6rGNoTCKm/Wx6/RgfGqWHQ6lMxYCn6s+JjERaj6LAdEYEBnrem4j/eZ0Uwgs/43GSAovpbFGYCgwST6LAPa4YBTEyhFDFza2YDogiFExgJROCO//yX9I8qbpnVef2tFy7yuMoon10gCrIReeohm5QHTUQRQ/oCb2gV+vRerberPdZa8HKZ3bRL1gf35xNk2g=</latexit>

r = 1� cos(✓)

<latexit sha1_base64="tlxr1fkLudOy07PJel5Jvu9F+BA=">AAACKnicbZBLSwMxEMez9VXrq+rRS7AIFaTsFkVBhaoXjxXtA7plyabZNjT7IJkVytLP48Wv4qUHpXj1g5huK2jrwJA/v5lhMn83ElyBaY6NzNLyyupadj23sbm1vZPf3aurMJaU1WgoQtl0iWKCB6wGHARrRpIR3xWs4fbvJvXGM5OKh8ETDCLW9kk34B6nBDRy8jeP+BrbCbaJiHoEX2EbegxS4er3xL7EnmMVp/RYY6nTc8o/xB46+YJZMtPAi8KaiQKaRdXJj+xOSGOfBUAFUaplmRG0EyKBU8GGOTtWLCK0T7qspWVAfKbaSXrqEB9p0sFeKHUGgFP6eyIhvlID39WdPoGemq9N4H+1VgzeRTvhQRQDC+h0kRcLDCGe+IY7XDIKYqAFoZLrv2LaI5JQ0O7mtAnW/MmLol4uWWcl8+G0ULmd2ZFFB+gQFZGFzlEF3aMqqiGKXtAbekcfxqsxMsbG57Q1Y8xm9tGfML6+Af39o10=</latexit>

S = {↵ < ✓ < �, f1(✓) < r < f2(✓)}

<latexit sha1_base64="H+UePSOFkUCfs/wlwvUI8tQ2vmQ="></latexit>

A(S) =
1

2

Z �

↵

⇥
(f1(✓))

2 � (f2(✓))
2
⇤
d✓

Areal ved integralet:

Buelengde av kurve , for :r = f(θ) θ ∈ [θ1, θ2]

Buelengde i polarkoordinater

<latexit sha1_base64="RVv/3PIDupJ+Kna2GEK9gFd4t3M="></latexit>

L(�) =

Z ✓2

✓1

�
(f(✓))2 + (f 0(✓))2

� 1
2 d✓



Repetisjon  
lineær algebra (10.1–10.4)



Vektorrommet R 3

Det euklidiske rommet (kartesiske koordinater)

R3 := {(x, y, z) : x, y, z 2 R}

er et eksempel på et reelt vektorrom V:

1u = u

a(bu) = (ab)u

a(u+ v) = au+ av

(a+ b)u = au+ bu

u, v, w 2 V a, b 2 R

u+ v = v + u

(u+ v) + w = u+ (v + w)

u+ 0 = u

u+ (�u) = 0



Avstand og lengde

d(P1, P2) =
p
(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + (z2 � z1)2

Avstandsformel

Lengde av vektor v = (x,y,z)
|v| =

p
x2 + y2 + z2

{x, y, z 2 R3 : x2 + y2 + (z � 2)2 = 1}

Eksempel: enhetssfæren med sentrum i (0,0,2)



Skalarprodukt

slik at

Et skalarprodukt (indreprodukt) er en avbilding
(u, v) 7! u · v

u · v = v · u
(�u) · v = u · (�v) = �(u · v), � 2 R

u · (v + w) = u · v + u · w
u · u � 0 med likhet kun for u = 0

V ⇥ V ! R

Spesielt:                                er et skalarprodukt.u · v def.
= u1v1 + u2v2 + u3v3



Det euklidiske skalarproduktet 
For skalarproduktet                              gjelder:u · v = u1v1 + u2v2 + u3v3

u · u = |u|2

projvu
def.
=

(u · v)
|v|2 v, v 6= 0

u

v

u

vprojvu

Eksempel:  u = (1,2,2), v= (-2,-2,4)
u · v = 1(�2) + 2(�2) + 2(4) = 2

|v|2 = (�2)2 + (�2)2 + 42 = 24

(1, 2, 2)

(�2,�2, 4)

projvu = 2
24 (�2,�2, 4) = 1

6 (�1,�1, 2)

u · v = 0
def.() ”u er ortogonal med v”



Kryssproduktet 
For kryssproduktet                            gjelder:u⇥ v

def.
= (|u||v| sin(✓))n

u

v

✓n

u⇥ v

|u⇥ v|

(ru)⇥ (sv) = (rs)(u⇥ v)

u⇥ (v + w) = u⇥ v + u⇥ w

(u+ v)⇥ w = u⇥ w + v ⇥ w

u⇥ v = �(v ⇥ u)

0⇥ u = 0

Spesielt er:

u⇥ v = det

2

4
e1 e2 e3
u1 u2 u3

v1 v2 v3

3

5

= (u2v3 � u3v2)e1 + (u3v1 � u1v3)e2 + (u1v2 � u2v1)e3

= (u2v3 � u3v2, u3v1 � u1v3, u1v2 � u2v1)



Det skalare trippelproduktet 
Ettersom

u

v

w

|projnw| n

u⇥ v

u⇥ v = det

2

4
e1 e2 e3
u1 u2 u3

v1 v2 v3

3

5

= (u2v3 � u3v2)e1 + (u3v1 � u1v3)e2 + (u1v2 � u2v1)e3

er
(u⇥ v) · w

= (u2v3 � u3v2)w1 + (u3v1 � u1v3)w2 + (u1v2 � u2v1)w3

= det

2

4
w1 w2 w3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

3

5

|(u⇥ v) · w|



Linje: ligning og avstand
Linje gjennom punktet P0  parallell med vektoren v 

Avstand mellom et punkt P og en linje l = P0 + tv

d(P0, l) =
|��!P0P⇥v|

|v|

l = {P0 + tv : t 2 R}
P0

v

v

lP0

P

��!
P0P ⇥ v

|��!P0P ⇥ v|

|v| (grunnlinje)

d(P, l) = høyde

=
areal

grunnlinje
=

|��!P0P ⇥ v|
|v|



Plan: ligninger og avstand
Plan gjennom punktet P0 generert av vektorene u, v

P = {P0 + su+ tv : s, t 2 R}

Plan gjennom punktet (x0,y0,z0) ortogonalt mot vektoren (A,B,C)
P = {(x, y, z) : A(x� x0) +B(y � y0) + C(z � z0) = 0| {z }

Ax+By+Cz=D

}

Avstand mellom et punkt P og et plan  
Ax+By+Cz=D gjennom punktet P0 = (x0,y0,z0). 

d(l, {Ax+By + Cz = D}) =
����
��!
P0P · (A,B,C)

|(A,B,C)|

����

u

v

P0

P0

P

(A,B,C)

d = |proj(A,B,C)
��!
P0P |



Familier av kurver som beskriver skjæringer mellom plan og 
en kjegle (dobbeltkon).

8.1 Kjeglesnitt
y2 = 2x + (e2 − 1)x2

e = 0

0 < e < 1

e = 1
e > 1

For tilfellet når kurvene er parallelle med x,y-aksene:

Sirkel:                            (x − x0)2 + (y − y0)2 = R2

Ellipse:                      ( x − x0
a )

2
+ ( y − y0

b )
2

= 1

Hyperbel:                  ( x − x0
a )

2
− ( y − y0

b )
2

= 1

Parabel:                            eller      (y − y0) = c(x − x0)2 (x − x0) = c(y − y0)2

For tilfellet når kurvene er parallelle med x,y-aksene:



Funksjoner , kalles vektorevaluerte. De er kurver i .I ⊂ ℝ → ℝn, n ∈ ℤ≥1 ℝn

11.1 (og 11.3)  Vektorevaluerte funksjoner

I ∋ t ↦ γ(t) = (γ1(t), …, γn(t)) ∈ ℝn

Kurven  er kontinuerlig dersom  er kontinuerlige for alle γ γj j = 1,…, n .

Vektoren  er hastigheten, skalaren er farten.v = ·γ |v | = | ·γ |

Kurven  er glatt dersom   på et gitt intervall. γ | ·γ | = (
n

∑
j=1

·γ2
j )

1/2
> 0

Buelengden  er lengden av  fra  til .s(t) = ∫
t

t0
| ·γ(τ) | dτ γ γ(t0) γ(t)

 er enhetstangentvektoren. Den andrederiverte  er akselerasjonen.T = v
|v |

a = ··v



• To deler i eksamen: 2 prosjektinnleveringer med kompletterende 
muntlig, og hjemmeeksamen tilsvarende 60% i omfattelse og vekting.

Eksamen

• Prosjektinnlevering 1: I mars, minst 3 ukers frist, cirka 2 sider håndskrevet, 
individuell eller i par (som man selv ønsker).

• Hjemmeeksamen: tidsbegrenset, alle hjelpemidler, mer vekt ved forklaring og 
forståelse. Håndskrevet scannet. Tilsvarende 60% i omfang og vekting.

• Prosjektinnlevering 2: I april, minst 3 ukers frist, cirka 2 sider håndskrevet, 
individuell eller i par (som man selv ønsker).

• Justerende muntlig: Kort individuell prøve over zoom på materialet 
innlevert i prosjektoppgaven. Obs! cirka fem minutter/person. Å kunne: 
forklare sin innlevering og begreper brukt i denne.



11.4 Krumning, torsjon og Frenetrammen

 enhetstangent,  buelengdevariabel.T = v
|v |

=
·γ

| ·γ |
s = ∫

t

t0
|v | dt

Obs. at , så  er et lokalt koordinatsystem i  (ON-system).N ⊥ T {T, N} ℝ2

Torsjon er skalaren  gitt ved .τ(s) dB
ds

= − τ(s)N

I  gir  en tredje ortogonal enhetsvektor. Det lokale koordinat-
systemet  kalles Frenetrammen.
ℝ3 B = T × N

{T, N, B}

Krumning .κ = dT
ds

= 1
|v |

dT
dt

Enhetsnormal .         Ved kjerneregelen: N = dT/ds
dT/ds

= 1
κ

dT
ds

N = dT/dt
dT/dt

.



12.1 Funksjoner av flere variabler

Tenk:  F(x, y) = x2 + y2

 er domene (definisjonsmengde),  bilde, og  kodomene.U F(U) ℝ

Generelt  ,  F : U ⊂ ℝn → ℝ x = (x1, …, xn) ↦ F(x) = F(x1, …, xn)

 er nivåmengde.{x ∈ ℝn : F(x) = c}

  nivåkurve.{(x1, x2) ∈ ℝ2 : F(x1, x2) = c}

 naturlig definisjonsmengde.{x ∈ ℝn : F(x) ∈ ℝ}

domene

kodomene = ℝ

nivåkurve

bi
ld

e

graf 



Åpne og lukkede mengder

Et punkt  er et indre punkt i  dersom  for et tilstrekkelig litet x0 U Bε(x0) ⊂ U ε > 0.

 er randen til , mengden av alle randpunkter til .∂U U U

 er åpen dersom alle dets punkter er indre punkter.U

 er et randpunkt til U dersom  men  uansett x0 Bε(x0) ∩ U ≠ ∅ Bε(x0) ⊄ U ε > 0.

 er lukket dersom alle dets randpunkter tilhører .U U

 er tillukningen av .U = U ∪ ∂U U

ℝ2

åpen ikke åpen 

ikke lukket

lukket
både åpen og lukket

(∂ℝ2 = ∅)



12.2 Grenseverdier og kontinuitet

Grenseverdi i :            for .x0 ∈ U |x − x0 | < δ ⇒ |F(x) − L | < ε x ∈ U

Kontinuitet i :            for .x0 ∈ U |x − x0 | < δ ⇒ |F(x) − F(x0) | < ε x ∈ U

F kontinuerlig på en mengde dersom den er kontinuerlig i alle punkter i mengden.

Summer og produkter av kontinuerlige funksjoner er kontinuerlige.

Obs.  euklidisk lengde i , men
 vanlig absoluttbeløp på .

|x − y | = ((x1 − y1)2 + …(xn − yn)2)
1
2 ℝn

|F(x) − F(y) | ℝ



Differensialkalkyl (12.3–12.7)

Deriverte kan også skrives ,  ,  ,  og på mange andre måter…
∂F
∂xj

Dxj
F F′ xj

 indre punkt,     med  enhetsvektorF : U ⊂ ℝn → ℝ, x0 ∈ U v ∈ ℝn |v | = 1

 er den retningsderiverte i punktet  i retning .∂vF(x0) = lim
h→0

F(x0 + hv) − F(x0)
h

x0 v

Når  er en basisvektor i retning  er dette den partielt deriverte:v = ej xj

Dersom , er  den partielt 

deriverte i retning 

f(xj) = F(x1, …, xj, …, xn) ∂xj
F(x1, …, xn) = f′ (xj)

xj .

Tangentplanen til grafen  i punktet  gis av {z = F(x, y) : (x, y) ∈ U} (x0, y0, F(x0, y0)
z0

)

z = F(x0, y0) + (x − x0)F′ x(x0, y0) + (y − y0)F′ y(x0, y0)

Alternativt:           (x − x0, y − y0, z − z0) ⋅ (F′ x, F′ y, − 1)
normal til TP

= 0



Gradient og deriverbarhet

Noe som fører oss til deriverbarhet:

Gradienten  er vektoren av partielt deriverte, en funksjon 
.

∇F = (∂x1
F, …, ∂xn

F)
U ⊂ ℝn → ℝn

Funksjonen , har gradient . F : ℝ2 → ℝ, (x, y) ↦ x2 + y2 ∇F(x, y) = (2x,2y)

Tangentplanet kan nå skrives: .z = z0 + (x − x0, y − y0) ⋅ ∇F(x0, y0)

 er deriverbar i et indre punkt  dersomF : U ⊂ ℝn → ℝ x0 ∈ U

F(x0 + h) = F(x0) + h ⋅ ∇F(x0) + |h |ε(h), lim
|h|→0

ε(h) = 0.

–  er den deriverte til  i .   
–  er lineariseringen til  i punktet  (i retning h, det er den som varierer).  
–  skrives iblandt .  
–  er en (liten) vektor, tenk  og 

∇F(x0) F x0
F(x0) + h ⋅ ∇F(x0) F x0
|h |ε(h) o(h)
h h = x − x0 x = x0 + h .



Klassen  og en kjerneregelC1(U, ℝ)
Dersom  er kontinuerlig, d v s dersom alle de partielt 
deriverte  er kontinuerlige , så kalles  kontinuerlig deriverbar. 

Dette skrives 

∇F : U ⊂ ℝn → ℝn

∂xj
F x ↦ ∂xj

F(x) F
F ∈ C1(U, ℝ) .

Kontinuerlig deriverbarhet impliserer deriverbarhet:  

 


                 deriverbar.F ∈ C1(U, ℝ) ⇒ F

En kjerneregel.                ,       ,  

  


 ,             

F : U ⊂ ℝn → ℝ γ : I ⊂ ℝ → U

F ∘ γ : I → ℝ x ↦ F ∘ γ(x) = F(γ(x))

Dersom  og  er deriverbare, eksisterer F γ
d
dt

F ∘ γ(t) = ∇F(γ(t)) ⋅ ·γ(t) .

Korollar:   Den retningsderiverte gis av formelen   når  er 
deriverbar i . Bevis: betrakt  i kjerneregelen.

∂vF(x0) = ∇F(x0) ⋅ v F
x0 γ(t) = x0 + tv



12.4 Høyere deriverte
Deriverte funksjoner kan bli derivert: ∂x∂y(x2e3y) = ∂x(3x2e3y) = 6xe3y .

Schwarz teorem.                .

             

F : U ⊂ ℝn → ℝ
Dersom  er kontinuerlige for alle  i et indre punkt ,  

så kommuterer andre ordens deriverte i det punktet:

∂
∂xi

∂
∂xj

F i, j ∈ {1,…, n} x ∈ U

,                 .
∂

∂xi

∂
∂xj

F(x) = ∂
∂xj

∂
∂xi

F(x) i, j ∈ {1,…, n}

Teoremet er en implikasjon, ikke en karakterisering: finnes funksjoner som ikke oppfyller 

; men finnes også slike som oppfyller det med svakere vilkår enn 

antakelsene i teoremet.

∂
∂xi

∂
∂xj

F(x) = ∂
∂xj

∂
∂xi

F(x)

Funksjonen  utvidet kontinuerlig til  i origo, er et eksempel 

på en funksjon med retningsderiverte i origo, men som ikke er deriverbar (der).  

(x, y) ↦ xy
(x2 + y2)1/2 0



Funksjoner ℝn → ℝm

Generelle eksempler:

• En flyrute over tid: 

• Høyden over havet på et topografisk kart: 

• Parameteriseringen av et plan eller en sfære i tre dimensioner: 

• Variabelbytten: 

• Matriser/lineære avbildninger (f.eks. totalkostnad av produkter i forskjellige kategorier):  

• Artifisielle neurale nettverk (f.eks. kobling fra musikkvideor til preferansegrupper): 

ℝ → ℝ3

ℝ2 → ℝ
ℝ2 → ℝ3

ℝn → ℝn .
ℝn → ℝm

ℝn → ℝm

Eksempel.     ,      .F : [0,∞) × [0,2π) → ℝ2 (r, θ) ↦ F(r, θ) = (r cos θ, r sin θ)

Beskriver polarkoordinater i kartesiske:         .(x, y) = (F1(r, θ)), F2(r, θ))

 kontinuerlig deriverbar med gradient .(r, θ) ↦ F1(r, θ) ∇F1(r, θ) = (cos θ, − r sin θ)

 kontinuerlig deriverbar med gradient .(r, θ) ↦ F2(r, θ) ∇F2(r, θ) = (sin θ, r cos θ)

 er den deriverte til F, også nevnt Jacobimatrisen.DF(r, θ) = [∇F1(r, θ)
∇F2(r, θ)] = [cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ ]



For generelle funksjoner  blir den deriverteℝn → ℝm

DF =
∇F1

⋮
∇Fm

=

∂F1
∂x1

… ∂F1
∂xn

⋮ ⋱ ⋮
∂Fm

∂x1
… ∂Fm

∂xn

en -Jacobimatrise.m × n

Den generelle kjerneregelen.             .


For én komponent  av , og  avhengig av kun én variabel, har 
vi den tidligere kjerneregelen


 .

F : ℝn → ℝm, G : ℝr → ℝn

Fj F γ(ti) = G(…, ti, …)

d
dti

Fj ∘ γ = ∇Fj(γ) ⋅ dγ
dti

= [ ∇Fj(γ) ] [ dγ
dti ]

Så for  blir                           F =
F1
⋮

Fm

d
dti

F ∘ γ =
∇F1(γ)

⋮
∇Fm(γ) [ dγ

dti ] = [DF] [ ∂G
∂ti ] [m × n][n × 1]

Og for  blir      .G = G(t1, …, tr) D(F ∘ G) =
(∇F1) ∘ G

⋮
(∇Fm) ∘ G

∇G1
⋮

∇Gn

= [(DF) ∘ G] [DG]
[m × n][n × r][m × r]



12.8 Implisitt derivasjon

Eksempel:     y − x2 = 0.

Implisitt derivasjon er derivasjon av en likhet som om en variabel varierte med en annen.

Med hensikt på :    x
d

dx
(y(x) − x2) = d

dx
0 ⇒ y′ (x) − 2x = 0 ⇒ y′ (x) = 2x .

Med hensikt på :    .y
d
dy

(y − x(y)2) = d
dy

0 ⇒ 1 − 2x(y)x′ (y) = 0 ⇒ x′ (y) = 1
2x(y)

Dersom x ≠ 0.
 er en funksjon for alle x ↦ y = x2 x ∈ ℝ .

 er to forskjellige funksjoner, som skilles i y ↦ x = ± y x = 0.

Vi skal se: dersom en implisitt deriverte kan beregnes, finnes den er og er riktig.

   for et punkt  på kurven  når y′ (x0) = − F′ x(x0, y0)
F′ y(x0, y0)

(x0, y0) F(x, y) = c F′ y(x0, y0) ≠ 0.



D2F(h, h) = [h1 … hn]
∂x1

∂x1
F … ∂x1

∂x2
F

⋮ ⋱ ⋮
∂x2

∂x1
F … ∂xn

∂xn
F

h1
⋮
hn

12.9 Taylors formel, Taylorrekker
Middelverdisetning for F ∈ C1(U, ℝ), U ⊂ ℝn .

   F(y) − F(x) = ∇F(c) ⋅ (y − x)

Skriv  og        ’minste Taylor’: x = x0 y = x0 + h ⇒

Taylor’s formel for :F ∈ C2(ℝ2, ℝ)

   c
   x

   y   U

   F(x0 + h) = F(x0) + ∇F(c) ⋅ h

F(x0 + h1, y0 + h2) = F(x0, y0) + h1F′ x(x0, y0) + h2F′ y(x0, y0)
h⋅∇F

+ 1
2 h2

1F′ ′ xx(c1, c2) + 2h1h2F′ ′ xy(c1, c2) + h2
2F′ ′ yy(c1, c2)

’Hessian’

Generelt  for :F ∈ Ck+1(ℝn, ℝ)
   F(x0 + h) = F(x0) + DF(x0)(h) + 1

2 D2F[x0](h, h) + ⋯ + 1
k! DkF[x0](h, …, h) + O( |h |k+1 )

   ≤ C |h |k+1

Taylorpolynomer er unike: har vi funnet ett, har vi funnet det riktige.



Grunnleggende setninger for funksjoner
 begrenset dersom  for alle . U ⊂ ℝn |x | ≤ B x ∈ U

   B

   U
Bolzano–Weierstrass: hver følge  i en begrenset mengde 

 har en delfølge som konverger: .
{xj}j

U ⊂ ℝn xjk → x0 ∈ U

Heine–Borel:  begrenset og lukket        kompakt  
(hver følge i  har en delfølge som konvergerer, til et element i ).

U ⊂ ℝn ⇔ U
U U

Ekstremalverdisetningen:  med  kompakt  eksisterer ;
F ∈ C(U, ℝ) U ⇒ x0 ∈ U

F(x0) = max
x∈U

F(x)
maxmin

Omvendte funksjonssetningen (kort):   
F′ (x0) ≠ 0 ⇒ ∃F−1 nært y0 = F(x0) .

Implisitte funksjonssetningen (kort):


F(x0, y0) = 0, F′ y(x0, y0) ≠ 0 ⇒ ∃y = y(x); F(x, y(x)) = 0 nært (x0, y0) .



Omvendte funksjonssetningen

 åpen,  med Jacobimatrisen  omvendbar U ⊂ ℝn F ∈ C1(U, ℝn) DF[x0] ℝn → ℝn

   sånn at    er omvendbar.∃Ũ ∋ x0 F : Ũ → F(Ũ)

Videre:  er en åpen mengde kring , med :F(Ũ) y0 = F(x0) F−1 ∈ C1(F(Ũ), Ũ)

D(F−1) = (DF)−1 ∘ F−1

F DF[x0]F ≈ F(x0) + DF[x0]h

⇒

ℝn

ℝn ℝn

ℝn



Implisitte funksjonssetningen

 åpen,   med den partielle JacobimatrisenU ⊂ ℝn+m (x0, y0) ∈ ℝn × ℝm F ∈ C1(U, ℝm)

   og   sånn at  
gir alle løsninger til  i , og
∃Ũ = B̃x0

× B̃y0
⊂ ℝn × ℝm Φ ∈ C1(B̃x0

, B̃y0
) F(x, Φ(x)) = 0

F(x, y) = 0 Ũ

DΦ = − [DyF(Φ)]−1DxF(Φ) .

  omvendbar DFy[x0, y0] ℝm → ℝm

⇒

ℝn

ℝm

ℝm

y = y(x)

Nivåkurve ( -dimensjonal flate,  
lokalt parameterisert ved )

n
x ∈ ℝn



13.1–13.2 Lokale og globale ekstrema
 kontinuerlig har globalt maksimum på hver kompakt .F : U ⊂ ℝn → ℝ K ⊂ U

Et eller flere punkter med egenskapen . F(x0) = max
x∈K

F(x)

(i)                                (globalt maksimum på randen av )x0 ∈ ∂K K

(ii)  ikke deriverbar i           (globalt maksimum i singulært punkt)F x0

(iii)                        (nødvendig vilkår for lokalt ekstremum i indre punkt)∇F(x0) = 0

For  med  i indre punkt bestemmer egenverdiene til 
Hessematrisen  et eventuelt lokalt ekstremum. 

F ∈ C2(U, ℝ) ∇F(x0) = 0
D2F[x0]

 positivt/negativt definit  lokalt minimum/maksimum.D2F[x0] ⇒
 har strengt negative og strengt positive egenverdier  saddelpunkt.D2F[x0] ⇒
 semidefinit eller ellers indefinit  ingen konklusjon.D2F[x0] ⇒

Andrederivertetesten i  : Tegnet til  i  avgjør lokalt ekstremum/saddelpunkt.ℝ2 FxxFyy − (Fxy)2 x0

Minst én av følgende muligheter gjelder:



13.3 Minimering ved bivilkår
,  åpen. F, G ∈ C1(U, ℝ) U ⊂ ℝn

Dersom  er kompakt har F et maks/min der.{x ∈ U : G(x) = 0}

(i)                                   (kritiskt punkt for ) ∇G(x0) = 0 G

(ii)    og  ;               ∇G(x0) ≠ 0 ∃λ ∈ ℝ ∇F(x0) = λ∇G(x0)

I et punkt der  gjelder at , d v s:F(x0) = max
G(x)=0

F(x) ∇F(x0) ∥ ∇G(x0)

eller

Merk at  garanterar at  er 
en -dimensjonal kurve, flate eller hyperflate i 

 kring . Dette er implisitte funksjonssetningen.

∇G(x0) ≠ 0 {G(x) = 0}
(n − 1)

ℝn x0

      ∇F

      ∇G

      U

      G = 0

Lagrange-
multiplikator    



14.1–14.3 Integrasjon i planet
Den enkleste måten å innføre integraler i begrensete  er via Riemannsummer:U ⊂ ℝ2

∬U
f dA = lim

N→∞

N

∑
j=1

f(xj, yj) A(Rj)

der det maksimale arealet  når , 

og punktene  kan velges vilkårlig innenfor hver .

max
j

A(Rj) → 0 N → ∞
(xj, yj) Rj

Hvis høyreleddet er veldefinert, kalles  integrerbar. Kontinuerlige funksjoner er 
altid integrerbare på begrensete domener av typen nedenfor.

f

For å sikkerstille at integralet gir mening betrakter vi mengder som kan 
parameteriseres ved hjelp av kontinuerlige funksjoner:

,U = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, c(x) ≤ y ≤ d(x)}
eller

.U = {(x, y) : a(y) ≤ x ≤ b(y), c ≤ y ≤ d}



Todimensional integrasjon som itererte integraler

Integralet  beskriver arealet , eller ekvivalent, 

volumet til legemet med enhetshøyde over samme areal.
∬U

dA A(U)

Teorem (Fubini, Tonelli, Euler, …)

dersom f er integrerbar, og  er kontinuerlig parameteriserbar som 
ovenfor.

U

På same måte beskriver   volumet mellom flaten 

 og -planet.
∬U

f dA

z = f(x, y) xy

 ∬U
dA = ∫

b

a (∫
d(x)

c(x)
f(x, y) dy) dx = ∫

d

c (∫
b(y)

a(y)
f(x, y) dx) dy

Merk: volum som et integral av arealer.



Variabelsubstitusjon i dobbeltintegraler

Gitt at  eksisterer, la  være kontinuerlig deriverbar 

med inverterbar Jakobimatrise   på Da gjelder variabelbyttet
∬U

dA Φ : U → ℝ2

DΦ U .

. ∬Φ(U)
f dA = ∬U

( f ∘ Φ) |DΦ | dA

Integralet gitt i kartesiske koordinater, ønsker skifte til polarkoordinater.

.Φ : (r, θ) ↦ (x, y) = (r cos θ, r sin θ)

 med determinant  utenfor origo.DΦ = [∂rx ∂θx
∂ry ∂θx] = [cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ ] r ≠ 0

 .∬
Φ(U)(x,y)

f(x, y) dx dy = ∬
U(r,θ)

f(r cos θ, r sin θ) r dr dθ



Trippelintegraler

Trippelintegralet  beskriver volumet .∭U
dV V(U)

Teorem (iterert integrasjon)

  er ofte et mål på en fysisk størrelse over , som densitet, konsentrasjon, 

varme, etcetera. Integralet blir da et mål på totalen, f eks vekten til et legeme.
∭U

f dV U

.∭U
f dV = ∬V (∫

h(x,y)

g(x,y)
f(x, y, ⋅ ) dz) dA

La  være kontinuerlige, .  
Da er:

f, g, h U = {(x, y, z) : g(x, y) ≤ z ≤ h(x, y) der (x, y) ∈ V}

Trippelintegralet er redusert til et dobbeltintegral.



Variabelbytte i trippelintegraler

Liksom i to dimensjoner, gjelder formelen for variabelbytte

. ∭Φ(U)
f dV = ∭U

( f ∘ Φ) |DΦ | dV

Vanlig er sfæriske (kulekoordinater) og sylindriske koordinater:

.x = r cos θ = ρ cos θ sin ϕ
.y = r sin θ = ρ sin θ sin ϕ

.z = z = ρ cos ϕ

 dx dy dz = r dr dθ dz = ρ2 sin ϕ dρ dϕ dθ



15.1–15.2 Vektor- og skalarfelt

Et vektorfelt er en funksjon som tildeler en vektor i  til hvert punkt i :ℝn ℝn

. F : U ⊂ ℝn → ℝn

Et skalarfelt er en funksjon som tildeler et verdi i  til hvert punkt i :ℝ ℝn

. f : U ⊂ ℝn → ℝ

Eksempel: 

(i) Hastighetsfelt: For gitt tid, hastighetsvektoren til partikelen i posisjon  i en 

væske eller i rommet.

(ii) Gradientfelt: gradienten til en funksjon  er et vektorfelt .

(iii) Intensitetsfelt: varme, densitet, styrke på et signal i hver punkt  ved en måling.

(x, y, z)

f : ℝn → ℝ ∇f : ℝn → ℝn

(x, y, z)

. F : ℝ2∖{(0,0)} → ℝ2, (x, y) ↦ (x, y)
x2 + y2

. f : ℝ3 → ℝ, (x, y, z) ↦ xy + z2



Kurvintegraler av felt

Tidligere: lengden av en glatt kurve  med  på ,γ ∈ C1((a, b), ℝn) | ·γ | ≠ 0 (a, b)

∫γ
ds = ∫

b

a
| ·γ(t) | dt .

Eksempel: integralet av densitet over en tråd = vekt; integralet av størrelse over en 
bane delt med lengden = gjennomsnittlig størrelse lengs banen.

Anta  Da er kurvintegralet av et skalarfelt γ((a, b)) ⊂ U . f ∈ C(U, ℝ)

∫γ
f ds = ∫

b

a
f(γ(t)) | ·γ(t) | dt .

Kurvintegralet av et vektorfelt  er integralet av projeksjonen av 
feltet langs enhetstangenten til kurven: 

F ∈ C(U, ℝn)

.∫γ
F ⋅ dr = ∫γ

F ⋅ T ds = ∫
b

a
F ⋅ ·γ(t) dt

F
T

f



Konservative vektorfelt

Et vektorfelt  er konservativt dersom det eksisterer ;F ∈ C(U, ℝn) ϕ ∈ C1(U, ℝ)
.∇ϕ = F

Funksjonen  kalles da en potensial til vektorfeltet .ϕ F

En mengde  er sammenhengende dersom for hvert par , 
eksisterer en kurve  med ,  

U ⊂ ℝn x, y ∈ U
γ ∈ C([0,1], U) γ(0) = x γ(1) = y .

Mengden er enkelt sammenhengende dersom alle slike kurver kan forbindes 
kontinuerlig: For hvert par av punkter , og hvert par av kurver 

 med , , eksisterer en 
kontinuerlig familie ,  slik at

x, y ∈ U
γ0, γ1 ∈ C([0,1], U) γ0(0) = γ1(0) = x γ0(1) = γ1(1) = y

γλ ∈ C([0,1] × [0,1], U) (t, λ) → γλ(t)

,             .γλ |λ=0 = γ0 γλ |λ=1 = γ1

Enkelt sammenhengende mengder ’savner gjennomgående hull’.



Karakterisering av konservative vektorfelt

Teorem.  åpent og enkelt sammenhengende, , 
 med  Da er følgende vilkår ekvivalente:


U ⊂ ℝn F ∈ C1(U, ℝn)
γ ∈ C1((a, b), U) | ·γ | ≠ 0.

(i)     er konservativt              (  med  )F ∈ C(U, ℝn) ϕ ∈ C2(U, ℝ) ∇ϕ = F

(ii)                                              for alle ∂xj
Fi = ∂xi

Fj 1 ≤ i, j ≤ n .

(iii)                                            for hver lukket kurve  i ∫γ
F ⋅ dr = 0 γ U .

(iv)              for noen funksjon  og hver kurve  i .∫
b

a
F ⋅ dr = ϕ(γ(b)) − ϕ(γ(a)) ϕ γ U

Merk. (i), (iii) og (iv) fremdeles ekvivalente også i en (kun) sammenhengende mengde. 




15.5 Flater og flateintegraler

,               (s, t) ↦ r(s, t) = (r1(s, t), r2(s, t), r3(s, t))

En flate  er glatt, dersom  har en parametrisering ,S ⊂ ℝ2 S U ⊂ ℝ2 → ℝ3

sånn at familiene av kurver  og  er glatte for alle , ogs ↦ r(s, t) t ↦ r(s, t) (s, t) ∈ U

.
∂r
∂s

× ∂r
∂t

≠ 0

Dersom  har en rand, vil  ha en rand, og vi 
fordrer da bare kontinuitet på randen. Flere glatte 
flater til stykkevis glatte flater, så fremt S blir 
kontinuerlig over sammensetning.

U S

Vektoren  er en kontinuerlig normal til flaten, parameterisert ved .∂sr × ∂tr (s, t)



Grafer og nivåmengder

,              r : (x, y) ↦ (x, y, f(x, y))

Grafen til en funksjon , , er en glatt flate parametrisert 
ved

f ∈ C1(U, ℝ) (x, y) ↦ f(x, y)

F.eks:        og en unik -funksjon 

 sånn at  for .

∂z f(x0, y0, z0) ≠ 0 ⇒ ∃ δ > 0 C1

ϕ f(x, y, ϕ(x, y)) = c (x, y) ∈ Bδ(x0, y0)

Med tangentvektorer , , og normalvektor     

              

                                                  

∂xr = (1,0,∂x f ) ∂yr = (0,1,∂y f )

∂xr × ∂yr = (−∂x f, − ∂y f,1) .

Nivåmengden  til en funksjon  av tre 
variabler, , er en glatt flate dersom


                                                         


for alle , og  er en normal til flaten. 

{(x, y, z) : f(x, y, z) = c} f ∈ C1(V, ℝ)
(x, y, z) ↦ f(x, y, z)

|∇f(x, y, z) | ≠ 0
(x, y, z) ∈ V ∇f

Lokalt er nivåmengden grafen til .(x, y, ϕ(x, y))

              x = ϕ(y, z)

              z = ϕ(x, y)

              x

              y

              z

              f(x, y, z) = c



Flateintegraler: skalarfelt

,              A(S) = ∑
j,k

A(S(sj, tk)) ≈ ∑
j,k

|∂sr × ∂tr |Δs Δt

Integrasjon over flater innføres via Riemannsummer der arealet til et flatestykke 
 blir approksimert med tilsvarende parallellogram bestemt av 

tangentvektorene på flaten og skrittlengdene  i parametrene.  
S(sj, tk)

Δs, Δt

Etter grenseovergang når  fører dette til:Δt, Δs → 0

,              A(S) = ∬U
|∂sr × ∂tr |ds dt = ∬S

dσ

der  er en glatt parametrisering over . Dersom  og , innfører vi 
på same måte som tidligere flateintegralet

r U f ∈ C(V, ℝ) S ⊂ V

.              ∬S
f dσ = ∬U

f(r(s, t)) |∂sr × ∂tr |ds dt



Fluks

,              ∬S
F ⋅ N dσ = ± ∬U

F(r(s, t)) ⋅ (∂sr × ∂tr) ds dt

Fluksintegraler er et mål på den totale flyten (transporten) av et vektorfelt gjennom 
en flate  i normalretning til flaten. Dette er ingenting annet enn flateintegralet av 

, der  er enhetsnormalen til flaten orientert i en gitt retning.
S

F ⋅ N N

Merk at  og , så lengden kansellerer.N = ∂sr × ∂tr
|∂sr × ∂tr |

dσ = |∂sr × ∂tr | ds dt

En flate er orienterbar dersom den har en 
kontinuerligt parametriserbar normal.

Normalen gir da en ’utside’ og en ’innside’ til ,  
og orienterer randen  enligt regeln til høyre.

S
∂S



16.1–16.3 Divergens, curl og Greens teorem
La  være en sammenhengende mengde med rand  parametrisert ved en 
glatt kurve , orientert per konvensjon, og la  være et kontinuerlig 
vektorfelt.

D ⊂ ℝ2 ∂D
γ F : D ⊂ ℝ2 → ℝ2

Sirkulasjonen til F langs  er:      .∂D ∫∂D
F ⋅ T ds

Fluksen av F ut av  er:                 .D ∫∂D
F ⋅ N ds

              F               N              T

              x

              y               z

              D

Disse henger sammen med:

,curl(F) = ∇ × F = ( ∂F3
∂x2

− ∂F2
∂x3

, ∂F1
∂x3

− ∂F3
∂x1

, ∂F2
∂x1

− ∂F1
∂x2 )

,div(F) = ∇ ⋅ F =
n

∑
j=1

∂xj
FjDivergensen: .F ∈ C1(U, ℝn)

.F ∈ C1(U, ℝ3)

F ∈ C1(U, ℝ2)

Rotasjonen:



Greens setning

La  være et -vektorfelt definert i et omegn av en 
sammenhengende mengde , med glatt rand . Da er:

(P, Q) : U ⊂ ℝ2 → ℝ2 C1

D ∂D

    .∫∂D
P dx + Q dy = ∬D ( ∂Q

∂x
− ∂P

∂y ) dx dy

P dx + Q dy = (P, Q) ⋅ ·γ dt

    F = (P, Q) ⇒ ∫∂D
F ⋅ T ds = ∬D

curl(F) dA .

    F = (Q, − P) ⇒ ∫∂D
F ⋅ N ds = ∬D

div(F) dA .

(Kelvin–Stokes i 2D)

(Gauß–Ostrovsky i 2D)

Kobler sirkulasjonen av F langs  til rotasjonen i det indre av .∂D D

Kobler fluksen av F ut av  til divergensen i det indre av .∂D D
Sources (kilder) and sinks = divergensen positiv/negativ



16.4 Divergenssetningen (Gauß)

 kompakt legeme med glatt og orienterbar rand  (en flate).D ⊂ ℝ3 ∂D

    ∬∂D
F ⋅ N dσ = ∭D

div(F) dV,

 vektorfelt definert på en åpen mengde  som inneholder .F ∈ C1(U, ℝ3) U ⊂ ℝ3 D

Da er fluksen ut av  gitt ved integralet over divergensen i ,D D

der  er enhetsnormalen som peker ut av legemet .N D

F N

D
N = ± ∂tr × ∂sr

|∂tr × ∂sr |

Gauß kan også brukes på legemer med stykkevis og ikke sammenhengende glatt rand.



16.5 Stokes’ setning

 kompakt flate med glatt og orientert rand  (en kurve).S ⊂ ℝ3 ∂S

    ∫∂S
F ⋅ T ds = ∬S

curl(F) ⋅ N dσ,

 vektorfelt definert på en åpen mengde  som inneholder .F ∈ C1(U, ℝ3) U ⊂ ℝ3 S

Da er sirkulasjon langs  gitt ved integralet over rotasjonen på ,∂S S

der retningen til tangenten  er orientert etter retningen til .T N

T

N

N = ± ∂tr × ∂sr
|∂tr × ∂sr |

Stokes kan osgå brukes på flater med stykkevis og ikke sammenhengende glatt rand.

S

– Stokes setning er Greens setning dersom flaten S ligger i et plan.

– Så lenge randen  er fiksert, kan vi omforme  som vi ønsker for å beregne sirkulasjonen!∂S S


