— |

Funksjoner |

Generelle eksempler:

e En flyrute over tid: R —» R3

Hoyden over havet pa et topografisk kart: R? — R

Parameteriseringen av et plan eller en sfaere i tre dimensioner: R? - R’

Variabelbytten: R" — R”.

Matriser/lineaere avbildninger (f.eks. totalkostnad av produkter i forskjellige kategorier): R" — R™
Artifisielle neurale nettverk (f.eks. kobling fra musikkvideor til preferansegrupper): R" — R™

Eksempel. F: [0,00) X [0,27) —» R?, (r,0) » F(r,0) = (rcos 0, rsin 6).
Beskriver polarkoordinater i kartesiske: (x,y) = (F((r,0)), F5(r,0)).
(r,0) — F(r, 0) kontinuerlig deriverbar med gradient V F|(r,0) = (cos 8, — r sin 0).

(r,0) = F5(r, 0) kontinuerlig deriverbar med gradient V F,(r, ) = (sin 0, r cos 0).

DF(r,0) = [VFI(F’ ‘9)] _ [COSQ —rsin6

sin@ rcos@

er den deriverte til F, ogsa nevnt Jacobimatrisen.
VF,(r,6) ] J



For generelle funksjoner R” — R blir den deriverte

i ) | OF, oF, |
VF, o, T ox,
DF = : =1 : : en m X n-Jacobimatrise.
L - a_.xl e oo axn
Den generelle kjerneregelen. F: R" - R, G: R - R"™

For én komponent F; av £, og y(t,) = G(..., 1, ...) avhengig av kun én variabel, har
vi den tidligere kjerneregelen

d dy i
d_if}oy=vf}(7/)'d_ti= [ VF]-(}’) ] di;

d i VFl(y) | r -
SaforFF= | : | blir —F oy = : — | = [DF] [—] [m X n][n X 1]

F. di; VE, ) | LY.

 (VF) G VG,
Ogfor G = G(t;, ...,t,) blir D(FoG) = : : = |(DF) « G| [DGI.

[m X r] _(VFm)°G_ _VGn_ [m X nl[n X r]




12.8 Implisitt derivasjon

Implisitt derivasjon er derivasjon av en likhet som om en variabel varierte med en annen.

Eksempel: vy —x% = 0.

d d
Med hensikt pad x: —(((x) —x)=—0 = yYX)-2x=0 = y(x)=2x.
dx dx

d d 1
Med hensikt pa y: d—y(y —x(y)%) = d_yo = 1-2x(y)x'(y)=0 = x'(y)= 20)

Dersom x # 0.

x — y = x? eren funksjon for alle x € R.

VB x ==X \/§ er to forskjellige funksjoner, som skilles i x = 0. |

Vi skal se: dersom en implisitt deriverte kan beregnes, finnes den er og er riktig.

, F (X0, o) . o I
Vixg) = — for et punkt (xp, ¥p) pé kurven F(x,y) = ¢ nar Fi(xo, ) # 0.

F(x0, Yo)




12.9 Taylors formel, Taylorrekker

Middelverdisetning for F € C'(U,R), U c R".

o
F(y) - F(x) = VF(©) - (y - %) }

X

Skrivx =Xxyogy =Xy+h = ’minste Taylor: F(xy+h)=F(x,)+ VF(c)-h

Taylor’s formel for F € C*(R?, R):

1
F(xo + hy, Yo + hy) = F(xg,¥) + i Fi(xg, o) + haFi(x0, Yo) + 5 hiFy (e, ¢g) + 2l FY (¢, ) + hyF (cy, ¢))

h-VF ] ]
0.0, F ... 0,0.F| [h
D*F(h,h) = |hy ... R || : : :
0.0.F ... 0,0.F| |h,
Taylorpolynomer er unike: har vi funnet ett, har vi funnet det riktige. 'Hessian’
Generelt for F € C**}(R", R): < C|h|F!

F(xg+ h) = F(xy) + DF(xy)(h) + %DzF[xO](h, h)+ - + %DkF[xO](h, o h)+ b( | h |k+15




Grunnleggende setninger for funksjoner

U C R" begrenset dersom |x| < Bforallex € U.

Bolzano-Weierstrass: hver fglge {xj} i | en begrenset mengde

U C R" har en delfelge som konverger: Xj = Xy € U.

Heine-Borel: U C R” begrenset og lukket < U kompakt
(hver falge i U har en delfalge som konvergerer, til et element i U).

Ekstremalverdisetningen: F' € C(U, R) med U kompakt = eksisterer x, € U,

F(xy) = max F(x) @
xeU -

Omvendte funksjonssetningen (kort): F'(x)) #0 = 3IF 'narty, = F(x,).

Implisitte funksjonssetningen (kort):

F(x0,Y0) =0, Fi(x0,y9) 0 = Jy =y); Fx,y(x)) = 0 neert (xy,y) -




Omvendte funksjonssetningen

U c R" &pen, F € C'(U, R") med Jacobimatrisen DF [x,] omvendbar R" — R”
= AU 3 x5 sannat F: U — F(U) er omvendbar.
Videre: F(U) er en 8pen mengde kring Vo = F(xy), med F~1e c\(F0), )

D(F Y =MDF) e F!

= "t

F =~ F(xy) + DF[x]h DF[x,]

W/ e
< S




Implisitte funksjonssetningen

U C R™™ 3pen, (x,,y,) € R* X R™ F € C(U, R™) med den partielle Jacobimatrisen
DF[xy, yo] omvendbar R™ — R"™

= 30U = on X B)’o CR"XR"™ og & & Cl(Exo, Byo) sann at F(x, ®(x)) =0
gir alle lsninger til F(x,y) = 0i U, og

D® = — [D F(®)]"'D,F(D).

Rm

@ Nivakurve (n-dimensjonal flate,
lokalt parameterisert ved x € R")

e R™
R

n

-



