Oppgave 1

La & veere ellipsen med brennpunkter B; = (—2,0) og By = (4,0) og der
summen avstandene fra et punkt P pa ellipsen til B; og Bs er konstant og
lik 10. Finn sentrum, halv-aksene og gi likningen til £ pa standard form.

Ldgsning

Sentrum er punkt mellom B; = (—2,0) og B, = (4,0), s& Z1352 = (1,0). S&
ligningen til £ er

-1 2 2
-1 v _
a? b2
Vi finner halv-akenene. Fgrst vi setter y = 0, derfor
-1 2 02 -1 2
(v _ L N it N SR N
a b? a?

Sa elipsen snitter z-aksen i punktene (1 — a,0) og (1 + a,0). Men avstand
fra By til (1 —a,0) er —3 + a og avstand fra By til (1 — a) er 3 + a. Dermed

10=(—3+a)+(3+a)=2a = a=5.
Na, setter y = 1,
(1-1)72 % v’

Derfor elipsen snitter y-aksen i punktene (1,b) og (1,—b). Men avstand fra
By til (1,b) er /9 + b% og avstand fra B, til (1,b) er ogsa v/9 + b2. Dermed

VI+R2+VI+2=10—=2V9+ 12 =10= VI+ 2 =5=—0b=4.

Sa ligningen til £ er

Oppgave 2
En parametrisk kurve er gitt pa formen
7(t) = (£ cos(2t),sin(2t))  t>0.

Finn hastigheten v, farten v, akselerasjonen @ og baneakselerasjonen a
til kurven 7.
Finn buelengden til kurven fra t =0 til £t = 1.
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0(t) = () = (2t cos(2t) — 217 sin(2t), 2t sin(2t) + 2t cos(2t))

v(t) = \/(215 cos(2t) — 2t2sin(2t))? + (2t sin(2t) + 2t2 cos(2t))?
= \/4752 cos?(2t) 4 4t sin®(2t) + 4¢2 sin?(2t) + 4t* cos?(2t)
= VA2 + 4t = 2tV'1 + t2

a(t) = '(t) = (2cos(2t) — 8t sin(2t) — 4¢> cos(2t), 2sin(2t) + 8t cos(2t) — 4t sin(2t))

22

=v'(t) =2vV1+t2+

@=vt VitP

Buelengden
0 0 2(1 2\3/2 223/2

L:/ v(t)dt:/ 20V 1+ t2dt = ( (1+%) |5 = @°7 _2
1 1 3 3 3
Oppgave 3

Finn Taylor-rekken 7'f(z) til funksjon f(z) = ;1In (“ﬁ) om punktet a = 0.
For hvilke punkter 7'f(z) = f(z)? (Hint: Start med Taylor-rekken til g(z) =

1
)

L@sning
Vi starter med . -
= Z z" —-l<z<l1
l—z =
o] xn+1
—In(1 —x) -l<z<l1
on+1
og
1 o0
=> (-1)"a" —-l<z<l1
I+ n=0
| 00 a:n—i—l
1 = 1" —-1l<ax<l1
(+a) = 21" :
Derfor

s (D) = Jntt ) i1 - = 5 (S 3 20

n=0 n=0 n+ 1
2x2n+1 o] x2n+1

1
2
100

522n+1 = on+1

=Tf(z) -l<z<l1



Derfor
1 1+z
= ( ) —1l<z<l.

Oppgave 4

La {a,}2, veere en folge slik at lim Sntl

n

=C.

e Hva blir konvergensradius r for rekka Y >° ; a,z"?

e Vist at da har ogsa den integrerte rekka 3 72 e 2" og den deriverte

rekka 3°°° | na,x" ! samme konvergensradius.

e Se pa rekka
>4
n=1 n2 '

Finn konvergensintervallet og vis at rekka konvergerer uniformt her.

Ldgsning
a) Vi bruker forholdtesten, da
a ajn—&-l a
lim = | = lim | |z| = Cla] < 1
n—00 anI” n—00 n

og derfor |z] < 5. Sar = 4.
b) Vi bruker forholdtesten for den integrerte rekka, da

n+1

anX
Jim |Gt = lim |2 S fo] = O 1 fa] = Ola] <1

og derfor |z| < &, s& r = . For den deriverte rekka

2, ozt . 9
i |2 202y Gnga ‘|x|:C.1.‘x|:C|x‘<1,
n—00 (n -+ 1)an+1$n n—o0 Qpi1|IN +1
og derfor |z| < &,sdr = 4.
c¢) Vi bruker forholdtesten
In+1 9
lim [OD%) i | ] = 2] < 1,




sa konvergensradius er r = 1. Men

> 1
T; 2 < 0
og .
ngl ( nlg) < 00,
derfor konvergensintervallet er [—1, 1], og rekka konvergere uniformt der.

Problem 5

Finn lgsningen av differensialligningen
y// . 4y/ + 5y — 6290
med y(0) =0 og ¥/ (0) = 2.

Ld@sning
Forst finner vi lgsningen til homogen ODL, dvs
y'— 4y +5y=0.
Karakteristisk polynom A? — 4\ + 5 = 0 har rgter 2 — i og 2 + i, og derfor
yn = Ae* cos(t) + Be* sin(t)
Da en partikular lgsning er pa formen y, = Ce*, og
(06275)// . 4(06215)/ + 5(C€2t) _ 6235

0og
4Ce* — 8Ce* 4 5Ce* = Ce* = e,

s& C' =1 og y, = e*. Sa generel lgsning er
y(t) =y, + yn = € + Ae* cos(t) + Be* sin(t).

N
y(0)=1+A=0 =  A=-1.

0g
Y () = 2e* — 2e* cos(t) + e*' sin(t) + 2Be* sin(t) + Be* cos(t)
J(0)=2-2+B=B=2.
Sa lgsningen er

y(t) =y, +yn = € — e* cos(t) + 2e* sin(t).
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Problem 6

Bruk Eulers formel til a finne cos 30 og sin 30 uttryket ved cos 6 og sin 6.

Lgsning

cos(36)+isin(30) = e = (%)® = (cos O+isin #) = cos® H+i sin® f—3 sin? O cos H4-3i cos® § sin 0

0g

cos(30)—isin(30) = e = (e7%)3 = (cos f—isin §)® = cos® §—isin® #—3 sin? § cos §—3i cos® O sin ¢
Derfor

e 4 e73% = 2c0s(30) = 2cos® O — 6sin? O cos b

0g
3 — 730 = 2 5in(30) = 2isin®# + 6i cos® A sin 0

Problem 7

Bruk Simpsons metode med skrittlengde h = 0.25 til a finne en numerisk
approksimasjon av integralet

/01 f(z)dz, der f(z) = sin(2?).

Finn ogsé approksimasjonsfeilen. (Bruk kun 4 desimaler i beregningene dine.)
(Hint: du kan bruke at maxg<,<; |f® ()] < 30).

Ldgsning

S, = 0325 (sin(0) + 4sin((0.25)%) + 2sin((0.5)%) + 4sin((0.75)%) + sin((1)*)) = 0.3099

og approksimasjonsfeilen er

— 11— 25)%
b ¢ max |f®(z)] < bt 0-30—(0 5)

f < Bt L0 =
180 a<z<b 180 60

= (0.000065 .




Problem 8

La y(x) veere lgsningen av
y=— med  y(0)=1.

Bruk Eulers metode med h = 0.1 til & approksimere verdien av y(x) i punk-
tene
1 = O]_7 To = 0.2 og T3 = 0.3.

(Bruk kun 4 desimaler i beregningene dine.)

lgsning
ODL er y' = f(z,y) = =*. Eulers metode er

Ynt1 = Yn + hf(xm yn) .

Vi starter med x¢p = 0 og yop = 1 med h = 0.1, derfor

n=1, y2 = 0.99, y3 = 0.9698.



