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Lgsningsforslag

a) Karakteristisk ligning: r2 + 7 = 0 gir rgttene » = 0 og 7 = —1. Generell lgsning blir
y=Ce "+ D.

b) Siden e~ er en lgsning av den homogene ligningen, har vi en partikulaerlgsning pa
formen y, = Aze™. Vi far: y, = A(1 —x)e™™, y; = A(x — 2)e™™. Vi setter disse
uttrykkene inn i venstre side av differensialligningen og krever likhet med hgyresiden:
Yp+y, = Ae”*(1—r+r-2) = —Ae™ = e 7, som gir A = —1 og dermed y, = —ze™".
Generell lgsning av den inhomogene ligningen blir derfor

y=Ce*+D—zxe?=(C—-x)e*+D.
Finner sa den spesielle lgsningen som tilfredsstiller y(0) = 1, ¢/(0) = 0:
y=Ce " +D—ze "=y =-Ce ™ —e " 4ae®
y(0)=C+D=1, J0)=-C-1=0=C=-1,D=2
y=—1+xz)e*+2

Fra formelarket far vi at ligningen for en parabel med akse langs z-aksen, brennpunkt i
x = B og med styrelinje x = L er gitt ved

y*=2(B - L)z + L* - B

For var parabel 42 = 2z+1 betyr dette at B—L = 1 og L?—B? = 1, som gir B =0, L = —1.

44

a) i) Sett a, = (—1)"(1 — )™ Vi har |a,| = (1 — 2)" — 1/e # 0, s& rekken divergerer
ved divergenstesten.

i7) Vi har cos% =1- ﬁ + ledd av hgyere orden i %, sa 1l— COS% = ﬁ + ledd

av hgyere orden i % Dette indikerer at det vil veere naturlig & sammenligne rekken
oo (1 —cos %) med rekken > >, 7712 Vi prgver grensesammenligningstesten (merk
at begge rekkene har positive ledd):

. 1= cos% t=1/n .. 1 —cost I'Hopital ,, Sint . cost 1
lim — = lim —s = lim = lim = - < 0.
n—00 s t—0 t t—0 2t t—=0 2 2
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Siden rekken Z 2 er konvergent, fglger ved grensesammenligningstesten at rekken
>0 (1 —cos i) ogsa er konvergent.

b) For begge rekkene gjelder apenbart at leddene gar mot 0. Vi undersgker de andre

egenskapene: -

. (=" 1 . . o

i) Sett a, = NG + . Hvis n er like, er a, = \f —|— = > 0. Hvis n er odde, er
anp = —ﬁ + l < 0 for n > 1. Sa rekken er alternerende.

Rekken ZZO:Q \F) er konvergent ved testen for alternerende rekker, mens den harmo-
niske rekken anz ~ er divergent. Det folger at rekken 7, <% + %) er divergent

som sum av en konvergent og en divergent rekke.

i) Sett a,, = = 1) + 2 At rekken er alternerende, fglger pa samme mate som ovenfor:
Hvis n er like, eran—7+n2 > 0. Hvis n er odde, eran——f—i— 5 < 0 for n > 1.
Sa rekken er alternerende

Rekken > 7, n) er konvergent ved testen for alternerende rekker. Rekken y 7 n12
er ogsa konvergent (p-rekke med p = 2 > 1, eller ved integraltesten). Det folger at

rekken Y <(*71L)n + %) er konvergent som sum av to konvergente rekker.

Potensrekke for [ sin(t?)dt:

f(x)—/o s1n(t2)dt_/0 (kzo(%g—i—l)!(tZ)QkJrl) / (Z T 4k+2> "

k=0
00

(%) - v (—1)k (_1)k k43
-2 </0 (2k+1)!t4k+2dt) - kzzo 2k + 1) 4k +3

k=0

hvor likheten (x) folger av at rekken konvergerer uniformt pa ethvert endelig intervall og
derfor kan integreres leddvis over intervallet fra 0 til z, for alle .

_1)*
Bestemmelse av f(1 fo sin(t?)dt = Yoro 2k-1H ,4k1+3 med feil mindre enn 10~%: Sett
ap = gki)l), Tor3- Siden rekken er alternerende, er feilen vi gjor ved a bryte av rekken

ved leddet med indeks N mmdre enn absoluttverdien til det forste utelatte leddet, dvs.,
mindre enn |ay41| = (2N+3), 4n+7 Sa det holder a velge N sa stor at |ay41| < 10~ 4 For
a undersgke dette, lager vi oss en tabell:

(N lewvnl=Grmmer |
0 1/42 = 0.02380952381. ..
1 1/1320 = 0.0007575757576. ..
2 1/75600 = (0.00001322751323...

og vi ser at N = 2 holder. Dette gir

/ ' (£2)dt ~ - 11,11 = 2867/9240 ~ 0.31028
Sin ~ — —_—— —— = ~ U. ..
0 3317 ' 5l11

med en feil mindre enn 1/75600 < 1.4 - 1075 < 1074

a) Sett f(t) = 113 +t Vi har n = 4 delintervall, sa hvert delintervall har lengde Ax =
1/4. S1mpsons metode gir da felgende tilnzermede verdi for integralet fo t)dt =

Jo Tdt = [In(1 +1)]=) = In2:

1?)4 (FO)+4- f(1/4) +2- £(1/2) +4- £(3/4) + f(1)) = 1747/2520 ~ 0.6932539683 .. . .
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K(b—a)® K-1°

Feilestimatet for Simpsons metode sier at feilen er mindre enn Rond - = isod =
46080, hvor K er slik at |f(t)| < K for t € [0,1]. Vi har f®(t) = 24/(1 +t)°, og
denne nar sin sterste verdi pa intervallet [0, 1] nar t = 0, sa vi kan ta K = f®*)(0) = 24.
Dette gir at feilen er mindre enn 4620480 = 19120 ~ 0.0005208333333 .. ..

b) Summeformel for geometrisk rekke:

1 o0
T > o(=nmr, < 1
n=0

For |z| < 1 kan rekken integreres leddvis over intervallet fra 0 til x, og vi far

In(1 + ) = Oz 11+tdt _ /j (i(—l)”t”) dt = i (/j(—l)”t”dt)

=0 n=0
e n+1 >
T T
DB Y
n=0 n=1
For x = —3 glr dette
In(1 — 1) =ln==—-ln2= io:(—l)"+1 (_%) = i( 1)2ntt 1 = — 3 L
2 n n2m n2m
n=1 n=1 n=1
=1
dvs., In2= —
n2"
n=1

c) For et vilkarlig naturlig tall N har vi

N >~
m2=S — —
n n2n * Z n2n’

n=1 n=N-+1

sa feilen som gjores (i beregningen av In2) ved a bryte av rekken etter N ledd er lik
>onin i1 e Vi har

=1 =1 1 1
> PO > 5 = i
nan S N+1 2" N+1 TN+ Lugn T (N 4+ 1)2N+1
n=N+1
_ 1 N
TN+l

Feilestimatet fra a) var pa 1/1920. Vi prever oss frem med kalkulatoren og finner
N

| al | w2

1/1024

1/2304

sa vi ser at vi ma ta med minst 8 ledd for a fa like godt resultat som med Simpsons
metode (ifplge vare feilestimat).
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