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1. Dette er en alternerende rekke, der leddene i stgrrelse gar monotont mot null, sa
alternerenderekketesten gir oss konvergens. (Vi kan ogsa vise konvergens ved a
vise at rekken konvergerer absolutt, for eksempel ved a bruke integraltesten eller
henvise til hva vi vet om p-rekker.}

For alternerende rekker vet vi at summen s alltid ligger mellom to pafslgende
delsummer, sa vi ma finne ut nar avstanden mellom disse er mindre enn 0,01. Vi

har & = % < 0,01, sa det holder & legge sammen de fire fgrste leddene for a fa
et godt nok estimat for s:
(=D (=02 (=) (=D 1 1 1 1603
M= oty ottt Tyt TE T s

2. For en parametrisert kurve vet vi at buelengden er

b dz\? dy 2
J \/ () +(3) =
for ¢ mellom a og b. Vi har % = 6t og éd% = 612 s4 vi fir buelengden L

L=[1\/(6t)2+(6t2)2dt=f16t\/1+t2dt=3[2\/ﬂdu
0 0 1

= [28]2 = 4v2 - 2.

3. Vi antar at y = € er en lgsning. Da far vi den tilhgrende karakteristiske ligningen
3+ 3r2+ 7r +5 = 0. Vi bruker at r = —1 er en rot, s& (r — (—1)) = (r + 1)
er en faktor. Dividerer vi ut denne faktoren far vi (r* +3r2 +7r +5): (r+1) =
72+ 2r + 5. De resterende rgttene til den karakteristiske ligningen er dermed retter
til 724-2¢+5 = 0. Med andregradsformelen fir vi r = —142i s3 den karakteristiske
ligningen har tre ulike rgtter

T = -1, Ty =—14+ 24, r—=—1-—2i.

Dette gir oss lgsinger

y=e7

yy = eI = o7 — 67T(c05(22) + isin(2z))
y_ = e(TI7HT — o= — o=%(co5(—2z) + isin(—27)) = e~(cos(2x) — isin(2z))
Linezere kombinasjoner av disse er lgsninger, sa vi far for eksempel fglgende reelle
lgsinger
n=e”

1 bt
Y2 = 5(y+ +y-) = 7" cos(2z)

1

_ _ — o
Yy = 2’é(ym y-) = e “sin(2x)



Dette er tre linesert uavhengige reelle lgsninger, sa alle reelle lgsninger kan skrives
som en linezr kombinasjon av disse. Dermed er den generelle reelle lgsningen

y(z) = Ae

der A, B og C er reelle konstanter.

~®+ Be "cos(2z) + e

sin{2x)

4., a) Intervallet har lengde 1, slik at de fire delintervallene har lengde 1/4. Med
f(z) = 1/z far vi dermed

1

T4=4

(f(l) +2f(5/4)) +i (

f(5/4)+f(3/2))

2

b) Med f(z) = 27! far vi f'(z) = 2273

1/ £(8/2)+ F(7/4) | 1 ( f(7/4)+ f(2)
+z( ) )+Z(—2_)
1171

1680

11 4 2 4 1
Sz 22492249242 =
i 2(1+ 5+23+27+2)

z~3% er en avtagende funksjon, sa den
tar stgrst verdi pd [1,2] i z = 1. f"(1) = 2-17% = 2 er dermed den stgrste
verdien f” tar pa [1,2]. f” er positiv pa [1,2] sa |f”(z)| < 2 pa [1,2].

Vi kan dermed bruke K = 2 i formelen nederst pa det vedlagte formelarket,

og far
/ —dz — T4

Dermed vet vi at den virkelige verdien til integralet avviker med hgyst 1/48
fra tallet vi regnet ut i a).

Vi kan bruke samme formelen, med n i stedet for 4, for 4 finne ut hvor mange
delintervall vi trenger for a garantere at den utregnede trapesmetodesummen
avviker fra integralet med mindre enn 1079, Sgrg for at hgyre side blir mindre

enn 1076 :
2
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108

g <
1000
V6
1000/+/6 ~ 408,2. Dermed vil trapesmetoden med 409 delintervall garantert
gi en feil mindre enn 107°

<n

5. En mate & beskrive tangenten pa er ved a finne stigningstallet. En mate & finne
dette pa er & uttrykke parabelen ved en ligning og finne dy/dz.



Hvis (z, y) er et punkt i planet er avstanden til brennpunktet (0, a) lik v/(z — 0)2 + (y — a)?
og avstanden til styrelinja y = —a er lik y+a. For at (x, y) skal veere pa parabelen
ma3, disse avstandene veere like. Hvis vi kvadrerer avstandene far vi

z* + (y — )’ =(y + a)?
z2 + % — 2ay + a® =y° + 2ay + a?

z? =4ay
v= da

Dermed far vi dy/dz = z/2a. I Pz, o) har tangenten altsi stigninstall

Zg
m= —.
2a

Linja gjennom P og ) vil ha stigningstall

Ay_Zyo_Qﬁfi_mo
Ar o 0o 2a°

Linja gjennom P og @ har altsa samme stigningstall som tangenten, og ma dermed
vaere tangenten.

6. a) For & finne andregrads Taylorpolynom om z = 0 trenger jeg y(0), ¥'(0) og
y"(0). De to forste far jeg fra initialbetingelsene, og den siste fir jeg ved &
sette x = 0 og initialbetingelsene inn i ligningen:

y"(0) +0-y(0) =0,
s& y”(0) = 0. Dermed far vi

Po(z) = (0} + ¥ (0)(z — 0) + %(m(sc -032=1+z

b) Vi antar at lgsningen y(z) er analytisk, slik at vi kan skrive y(z) = 3,7 anz™
I séfall er dette ogsa Taylorrekken om z = 0, slik at vi ma finne ag, @y, . . . as.
Vi far

%]



Setter vi dette inn i differensialligningen far vi

yﬂ - :By —_ 0
o0 oo
Zann(n - 1)z - xzan:c" =0
n=2 n=0
o0 oo
E apn(n — 1)z"? — Ean:c”“ =0
n=2 n=0
o0 oo
as+-2-14 E @ns2(n + 2)(n + 1)z" — Zan_lwn =0
n=1 n=1
2a; + Z (@ni2(n+2)(n+ 1) —ap1)z" =0
n=1

For at venstre side skal bli lik hgyre side ma alle koeffisientene veere null, sa
vi ma ha
2(],2 =0
ni2{(n+2)(n+1)—-ap_1 =0
Den siste ligningen er det samme som

an
It = ¥ 3)(n+2)

Fra initialbetingelsene far vi ag = a; = 1, s& vi far

a0=1
a=1
ady =
Qo _1
“B=337§
ay _1
a4—?4-;——§—ﬁ
2
a5—g'.-z=0
asz _ 1
= 6.5 180

Vi ser at alle koeffisientene er mindre enn 1, sa vi kan sammenligne rekken
med ) z" (ta absoluttverdier. ..) og konkludere at rekken konvergerer hvert-
fall pd (—1,1). Altsa er lgsningen analytisk, si tallene over er de syv forste
koeffisientene i Taylorrekken til lgsningen.

Vi sa nettopp at vi hvertfall har konvergens pa (—1, 1), vi skal na se at rekken
konvergerer pa hele tallinja. Det er sikkert mange mater vi kan gjgre det pa,



her er en mulighet. Vi pleier ofte 4 bruke forholdstesten nar vi skal sjekke
konvergensradien til en potensrekke, men det kan bli litt knotete her fordi vi
mé& hoppe over alle leddene der vi har null. Vi skal se pd to og to potenser
som et ledd:

(ap + a12) + (asz® + agz?) 4 (aez® + arz”) + (ag2® + ayoz'®) + - -

For & slippe litt skriving ser vi kun pa positive z i fgrste omgang. Hvis vi ser
péa forholdet mellom to pafglgende ledd i denne rekken ser det slik ut

In+3 3In44 Qan A3n+1
030432 + Ggppa e + Grra)nin &
a3n T3 + Qan 12371 Q3n + A3n41Z

a3n, + azn41 z
.‘ES (3n+3){(3n+2) (3n+2)(3n+3)

Q3n + A3n+1%
z® 3n + A3p41T
(371 + 3)(3n + 2) azy + aznn1T
73
(3n + 3)(3n + 2)

<

Hvis vi lar n ga mot uendelig ser vi at dette gar mot null, uavhengig av hva
z er, sa rekken konvergerer for alle positive z. Fordi konvergensintervallet
er symmetrisk om sentrum til rekken {z = 0 i dette tilfellet) far vi ogsa
konvergens av rekken for alle negative z, slik at konvergensomradet for rekken
er hele tallinja.



