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Oppgave 1

a) Finn alle komplekse tall z som løser ligningen

z4 + 16 = 0.

b) Finn den generelle (reelle) løsningen til differensialligningen y(4) + 16y = 0.

Oppgave 2 La f være definert på R på følgende måte:

f(x) :=

x, x ≤ π;
sin x, x > π.

Finn et åpent intervall A slik at f−1(A) ikke er en åpen mengde.

Oppgave 3 Anta at [a1, b1] ⊇ [a2, b2] ⊇ [a3, b3] ⊇ · · · og at både bj > aj for
alle j og limj→∞(bj − aj) = 0.

a) La xj være et vilkårlig punkt i [aj, bj]. Vis at {xj}∞j=1 er en Cauchy–følge.

b) Hvor mange elementer finnes det i mengden ⋂∞j=1[aj, bj]?

Oppgave 4

a) Vis at rekken
∞∑

n=1
xne−

√
nx

divergerer når x 6∈ (−1, 1].

b) Observér at ∣∣∣e−√nxxn
∣∣∣ ≤

e
√

naan, |x| ≤ a;
e−
√

na, a ≤ x ≤ 1
når 0 < a < 1. Bruk dette til å vise at

f(x) :=
∞∑

n=0
e−
√

nxxn

er en kontinuerlig funksjon på intervallet (−1, 1]. (Hint: Husk Weierstrass’
M -test.)
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Oppgave 5

a) Anta at a/(2π) tilhører R \ Z. Vis at

N∑
n=1

sin(an) =
sin

(
Na/2

)
sin

(
(N + 1)a/2

)
sin

(
a/2

)
når N ≥ 1.

b) Vis at rekken
∞∑

n=1

sin(an)√
n

konvergerer for all reelle tall a. (Hint: Delvis summasjon på integralform.)

Oppgave 6 Vi ønsker å tilnærme funksjonen sin(πx) med et polynom P på
intervallet [0, 10]. Vis at hvis graden til P er mindre enn eller lik 10, så har vi

max
x∈[0,10]

| sin(πx)− P (x)| ≥ 1/2.

(Hint: Påvis at det finnes et heltall k, 0 ≤ k ≤ 9, slik at P ′(x) 6= 0 for x ∈ [k, k+1).)


