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Oppgave 1 Den karakteristiske ligningen til den gitte differensialligningen er
t?2 + 5t +6 = (t + 3)(t + 2), s& generell lgsning av den homogene ligningen

y'+ 5y +6y =0

er y, = Ae=2 + Be™3* hvor A og B er vilkarlige konstanter. Vi finner en partiku-
leerlpsning pa formen y, = ax? + bz + c¢. Vi setter inn Yy, 0g y, i den gitte ligningen
og far dermed ligningssystemet 6a = 6, 10a + 6b = 4, 2a + 5b + 6¢ = 3 som har
lgsning a = 1, b = —1, ¢ = 1. Vi far dermed generell lgsning

y=1yn+y,=Ae " + Be ¥ + 17 —x+ 1.

Oppgave 2 Konvergensradien til den gitt potensrekken er 1, noe vi for eksem-
pel kan se ved bruk av forholdstest:

In(n+1 1/2
Vi R B, <1+ 111(”1/71)) 1
n—o0 \/m n—00 lnn

Rekken divergerer i z = 1 som vi for eksempel kan se ved & observere at
1 1
R Z N
Vinn — /n
og deretter bruke at >°°,n~'/? divergerer. Rekken konvergerer i z = —1 ved

alternerende rekke-test fordi 1/v/Inn gar monotont mot 0. Konvergensintervallet
er derfor [—1,1).

Oppgave 3

a) Vi skriver forst 8 + i8y/3 pa polar form:
8 +i8v/3 = 16¢"/3.
De fire rgttene til ligningen z* = 8 + i8v/3 er derfor

z = 2emW/12HR2) L= () 1,2, 3.
b) Vi har at
i(z+iy) —i(z+iy) 1
cos(z +1y) = ‘ +26 =3 ((efy +e¥)cosx +i(e? —e¥)sin x) :

Vi ma ha (e7¥ — e¥)sinz = 0 som inntreffer hvis y = 0 eller z = kr for et
heltall k. Vi kan ikke ha y = 0 siden det vi umulig kan ha 2cosz = e + e~ L.
Er x = km, ser vi at vi ma kreve at k er et jevnt tall og at y = 1. Lgsningene
blir dermed

z=2krx1, keLZ.
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Oppgave 4 Vi deriverer Y > a,x" to ganger:

o o
Y => naz" ",y = n(n—1az"
n=0 n=0

Setter vi dette inn i den gitte differensialligningen, far vi fglgende rekurrens:
(n+2)(n+ Dayie + (n+ 1)a, = 0.
Siden vi skal ha y(0) =1 og ¥/(0) = 0, far vi at ag = 1 og a; = 0. Dermed far vi

( 1)n Qo 1
a n = —_ =
2 m(2n—2)---2  (=2)"n!

0g a9,+1 = 0 for alle n > 0. Lgsningen blir dermed

l.n

V=2 ol

Denne potensrekken konvergerer for alle z, og vi ser at lgsningen kan skrives som

y=e""

Oppgave 5 Vi ser at
FH(e,3/2)) = (-1,00U (1/2,2—e7)

som ikke er en apen mengde. (Vi kunne ha valgt mange andre eksempler. Her er
det viktig at 1 er med i den apne mengden og at 2 ikke er med.)

Oppgave 6

a) Ved symmetri er det nok a betrakte positive z. Siden f'(0) = 0 og f’ er en
avtagende funksjon, har vi f'(z) < f(1) < 0 for > 1. Sekantsetningen
(middelverdisetningen) gir dermed néar « > 1 at

fl) = f(1) < 1)z —1).

Her gar hgyresiden mot —oo nar x — oo siden f’(1) < 0. Ved skjeerings-
setningen har f(z) = 0 minst én lgsning nar x > 0. Siden f er strengt
avtagende, har f(x) = 0 hgyst én lgsning nar = > 0.

Ved symmetri har vi ogsé ngyaktig én lgsning av f(x) = 0 for z < 0.
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b) Vi kan ikke velge zop = 0 siden f’(0) = 0. Dersom vi velger xy > 0, vil vi ved
konkavitet fa f(z,) < 0 for n > 1 og ogsé at a < x,11 < T, nar n > 1, der
a er den positive lgsningen til f(x) = a. Siden folgen z,, er nedad begrenset
av 0, vil den konvergere. Siden

_ f(zn)
Tt = T )

far vi lim,, o f(z,) = 0 og dermed ved kontinuitet at lim,, ., =, = a.

Vi far tilsvarende at iterasjonen vil konvergere mot den negative lgsningen
til f(x) = 0 dersom vi velger xy < 0.

Oppgave 7
a) Siden |sina,| < |a,| og | cos(nz)| < 1, har vi
| sin(a,) cos(nz)| < |an|.

Siden leddene i rekken er kontinuerlige funksjoner, gir Weierstrass’ M-test
at summen til rekken representerer en kontinuerlig funksjon for alle reelle z.
Det gitte utsagnet er derfor sant.

b) Velg for eksempel a,, = 1/n. Da divergerer > .>°; a,,. Men vi har

1 1
O<1—cos—§—2
non

(for eksempel ved sekantsetningen), sa rekken >°° | (1 —cos(a,,)) konvergerer
i dette tilfellet. Det gitte utsagnet er derfor ikke sant.



