STIRLINGS FORMEL

Vi har sett at folgende ulikhet er en konsekvens av potensrekkerepresentasjonen til eksponential-

funksjonen:
n
n'=—.
el’l
Vi skal na utlede Stirlings klassiske formel som gir mer presis informasjon om storrelsen pa n! nar n
er stor:

n!
(1) lim ——
n—oo\/2nnne "
Formelen kan gjores mer presis (som vi skal se i var utledning), og den kan ogsa utvides til en asymp-
totisk formel for gamma-funksjonen som for s > 0 er definert ved

=1.

(2) I'(s) ::f e *dx.
0

Ved delvis integrasjon n ganger ser vi at I'(n + 1) = n!. Det er mulig & ta utgangspunkt i integralet i
(2) ndr man skal utlede (1). Vi skal imidlertid delvis folge Adams & Essex (se side 551), blant annet
fordi det gir oss nok en mulighet til & se nytten av var variant av Eulers summasjonsformel (se notat
til forelesningen 28.01.). Vi begynner med en paminnelse om den: La f veere deriverbar pa [1,00).
Ved delvis integrasjon har vi

m m

fim) = fxdx+ 1f’(x)(x— (m—-1))dx.

m—1

Om vi nd summerer denne formelen fra m =2 til m = n, far vi

> f(m):f1 f(x)clx+f1 () (x - [x)dx,
m=2

hvor [x] er heltallsdelen av x. Setter vi f(x) = Inx, gir denne formelen at

n n n _
In(n)= ) Inm=| Inx dx+f wdx.
m=2 1 1 X
Det forste integralet gir nlnn — n+1; i det andre integral legger vi til og trekker fra 1/2 i telleren slik
at vi far
(x—[x]-1/2
In(n) =nlnn-n+lnvn+1 +f wdx.
1 X
Hvorfor la vi til og trakk fra 1/2 her? Jo, poenget er at funksjonen g(x) = x — [x] — 1/2 vil ha middel 0
pa ethvert intervall av lengde 1, det vil si |, ;’ * g(t)dt=0foralle y. Dermed er [ g(¢)dt en begrenset
1
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funksjon (faktisk < 1/4 i absoluttverdi), og vi ser ved delvis integrasjon at det uegentlige integralet

f (x—[x]—-1/2) A
1

X

C=1+f Go-12
1 X

eksisterer. Om vi setter

far vina % ( X — 1/2)
ln(n!):nlnn—n+ln\/ﬁ+C—f de.

n
Ved delvis integrasjon far vi at det siste integralet i absoluttverdi hoyst er en konstant ganget med

1/n. Vi har dermed fatt en presis variant av Stirlings formel (1)—om vi bare kan vise at C = In(v'27x).
Adams & Essex viser sistnevnte interessante formel' pa folgende mate: Nar vi na vet at
n!

lim ———— =¢€,
n—oo . /nnte N
har vi ogsa
(2n)! C
1m =
n—00 */271(27’1)2"8_2”
og dermed
(nh)? 22"2 .
im ——- =e".
n—oo (2n)!  /n
Men siden

22"(n)?  2-4---2(n—1)-2n
@nm)!  1-3---2n-3)-2n-1)
ser vi at problemet koker ned til 4 lese oppgave 38 (c) pa side 340 i Adams & Essex. Denne oppgaven
inngar som del av @ving 9.

ILa oss for & pirre nysgjerrigheten litt nevnte at denne formelen forteller oss at {'(0) = —In(v/27x), hvor {(s) er Rie-
manns zeta-funksjon.



