Oppgave 1

La & veere ellipsen med brennpunkter By = (v/5,0) og By = (—+/5,0) og der
summen av avstandene fra et punkt P pa ellipsen til B; og By er konstant
og lik 6.

1. Gi likningen til €.

2. Finn en parametrisert kurve som gar over hele £.

Ldgsning

Vi vet at [PBi| + |PBs| = 6 = 2a, si a = 3. Sentrum av ellipsen er 2225 =
(0,0). Siden vi vet at b* + (v/5)? = @, ma b + 5 = 9 og dermed b = 2.
Likningen til £ er derfor

2?2 2?2
il = Lo
az—i_b2 9+4

En parametrisert kurve som gar over hele £ kan vaere

T (t) = (3cos(t), 2sin(t))  for t € [0, 2n].

Oppgave 2

La f,(z) = ze ™" vaere definert pa intervallet I = R. Bestem funksjonen
f(z) slik at folgen {f,(x)} konvergerer punktvis mot f(x). Bevis at {f,(z)}
konvergerer ogsa uniformt mot f(z).

Lgsning
For alle ¢ € R har vi at

: : —na? __
A, fu(a) = lim ae™™ =0.

Sa f.(z) = f(x) = 0 punktvis pa R.

For a sjekke uniform konvergens méa vi beregne
A(fu(@), f(2)) = max{|fu(x) — F(@)]} = max{| fue)]}.

Vi ma derfor finne maksimumsverdien til |f,(z)| for ulike verdier av n. Det
gjor vi ved a finne kritiske punkt, altsad nullpunkt til den deriverte f/(z):

i) = e ™ —2na’e ™™ = e (1-2n2?) = 0 1-2n2*=0 o=4+——.



De kritiske punktene til f,(z) er derfor z = j:\/%. I disse punktene tar

funksjonen f,, (z) verdiene

1 1 —n(:t#)Q 1 _1
fn (i =4+——c¢ ) =4-——e7 2,
V2n

s& maksimumsverdien® til | f,(z)] er ‘i—e 2

d(fa(2), f(z)) et

Dermed er 1
lim d(f,(z), f(z)) = lim ez =0,

n—00 n—00 27’l

sa f, = f = 0 konvergerer uniformt.

Oppgave 3

a) Bevis at rekkene

Zl(_l)n”(”;;l) og z%(”t;)zn

konvergerer.

b) Finn summen av rekkene i a).

Lgsning
Vi beviser absolutt konvergens ved forholdstesten.
_1\n+1 (n+1)(n+2) (n+2)
(=1) 2 = lim —2 _! OK!,
n—0o0 (_1)n”("+1) n—co n 2
27L
0g
(n+2)2n+1 (n+2)2
. ol | o omrt . (m+2)2 |
| Tz | =T T G =0 O

Na skal vi regne summen, og tar utgangspunkt i Maclaurinrekken ﬁ =
moox" for =1 < x < 1. Derfor

'For & vite at maksimumsverdien til f oppnds i et av de kritiske punktene, ma vi ogsé
merke oss at limg 1o frn(x) =0.



1 o0
zgzn for—1<z<1,
l—2 =

e}
=> (-1)"a" for—1<2<1,

© (1)
= :Z( )x” for—2<x<2,

7:33271-”:2(_1) "t for—2 <2 <2,

:Z(_l)(—n+1)x" for-2 <z <2,

( 4 )2>’:< 85 “Dnnt D) oo,

(2 +x 2 + x)3 n=1 2n
s&
-8 -8 _ i (—=1)"n(n + 1)1n _ i (—=1)"n(n +1) '
2+1)3 21 = 2n — 2n
For den andre summen bruker vi Maclaurinrekken e = 327° (% for alle
2. Vi finner at .
e’ = T for alle z,
n=0 nl
e = Z for alle x,
= n!
o 9gn n+1
e’ = Z a for alle x,
= nl

(we**) = e** + 2xe™ = e*(1 + 21) = Z 7(71 + 1z

n=0

for alle x,
n!

altsd er
© 2"(n+ 1)1 X 2%(n+ 1)

62<1+2>:362227—Z

| |
n—0 n. n—0 n.

Oppgave 4

2

La f(z) = 55
a) Finn Maclaurinrekken til f(z).

b) Finn f©®)(0) (den femtederiverte til f(x) i punktet = 0).
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Ldgsning

Siden vi har Maclaurinrekken ﬁ =32 ,x" finner vi

1
1l—=x

=3 "
n=0

=Yy

L+ _n:0 !

(1ix) g 113:)2 = > (e

_1 ! 2 0 _2
((1 + x)2> T (1ta)p n;(_l)n”(” +1)a"
(12j:1)3 = 2 i(—l)"n(n +1)z" % = i(—l)”n(n +1)z"
x? e (—=)"n(n+1)
(14 z)3 n§=:2 2 t
Na vi vet at f(n)(())
in = n! 7
s& 50
9= )

Ved a lese av rekka vi fant i fgrste del av oppgaven ser vi at a5 = % =
%, slik at

~1)%5-6

f(5)(0) = 5las = 120 - ( = —1800.

Oppgave 5

Finn alle komplekse tall z som tilfredsstiller

22 = (14+iV3)3.



Ldgsning

Forst regner vi ut at
1+iV3 =2 og g (1+iV3) =7,
derfor er
(1+iv3)% =28  og  arg (1+4iV3)?) :3g =T.
Det betyr at

2% = [2]* = 2° og arg (2%) = 2arg(z) = 7 + 27k for k € Z,

og derfor

|zl =v8 og  arg(z) = g +7k  forkeZ.
Det er bare to tilfeller for arg(z), nemlig 6, = % og 6, = 2F. Derfor er
lgsningene

2 = \/g(cos(g)—l—i sin(g)) = V8i og 2o = \/g(COS(S;)ﬂLi Siﬂ(?);)) =

Oppgave 6
a) Finn lgsningen av differensiallikningen

y' + 2y +2y=0.

b) Finn lgsningen av differensiallikningen
y" + 2y + 2y = sin(2x),

med initialbetingelser y(0) = 1 og ¢/(0) = 0.

Lgsning

Den karakteristiske ligningen er r? + 2r + 2 = 0, med rotter 1, = —1 + 7 og
ro = —1 — 4. Da er lgsningene pa formen

yn(z) = e “(Acos(x) + Bsin(z)) .

—V/8i.



Na tipper vi at en lgsning av y” + 2y’ + 2y = sin(2x) er pa formen
yp(z) = Ccos(2x) + Dsin(2z) .
Det gir at
y,(r) = —2Csin(2z)+2D cos(2x)  og  y,(x) = —4C cos(2x)—4D sin(2z)
sa nar vi setter y, inn i differensialligningen far vi
—4C cos(2x)—4D sin(2z)+2(—2C'sin(2z)+2D cos(2x))+2(C cos(2z)+ D sin(2x)) =

= (—2C +4D) cos(2x) + (—2D — 4C) sin(2z) = sin(2z) .
Dermed ma
—1

-1
—20+4D=0& —2D—4C=1 = C=—_-&D= .

som betyr at den generelle Igsningen av differensialligningen er

y(x) = yp(z) + yn(x) = 5 cos(2x) — 110 sin(2z) + e *(Acos(x) + Bsin(z)) .

Til slutt vurderer vi initialbetingelsene. Forst ser vi at

-1 6
y(0) =+ — 7

Deretter finner vi

y'(x) = = sin(Zx)—; Cos(2$)—e_“(§ cos(z)+B sin(x))—l—e_x(—g sin(x)+B cos(x)) ,

som gir at

Altsa er Igsningen

—1 1 6 7
y=5 cos(2x) — 0 sin(2z) + 6_9”(5 cos(x) + R sin(x)) .

Oppgave 7
Finn potensrekkelgsningen y = >°7° ; a,z" av differensiallikningen
y' +ay +2y =0,

med initialbetingelser y(0) = 1 og v'(0) = 2.
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Ldgsning

Lay = Y2 a,2", ¢y =32 aynz™ ! ogy =3, a,n(n —1)z" 2. Hvis
vi setter dette inn i differensialligningen far vi

Z apn(n — 1)z"? +x (Z annx”_1> + 2 Z apx" =0,
n=0

n=2 n=1

og ved a rydde i dette uttrykket finner vi

Z apn(n — 1)z" 2 + Z apnx" + Z 2a,2" =0,
n=2 n=1 n=0

Y apia(n+2)(n+1)z" + > anz” + Y 2a,2" =0,

n=0 n=1 n=0
2a9 + Z apia(n+2)(n+ 1)a" + Z apnz” + 2ao + Z 2a,2" =0,
n=1 n=1 n=1

2a3 + 2ag + Y _(ansa(n +2)(n+ 1) + ayn + 2a,)z" =0,

n=1

2as + 2ap + Y _(any2(n +2)(n+ 1) 4+ (n + 2)a,)2z" = 0.
n=1

Derfor ma

2a9 + 2a9 =0 og anio(n+1)+a, =0,

n+1"
Pa grunn av initialbetingelsene har vi at ap = 1 og a; = 2. Da kan vi se at

Qg = —ao 0og Ap+2 =

o 08 @2 1-3-5.--.. (2n —1)
0og
—1)"
a =2 0g @2n+1 = 51

Oppgave 8

La y(z) veere lgsningen av
y =z’ med y(0)=1.

Bruk forbedret Eulers metode med A = 0.1 til & approksimere verdien av
y(z) 1 punktene
1 =0.1 og r9 = 0.2.

(Bruk kun 4 desimaler i utregningene dine.)
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Lgsning
Lay = 2%’ = f(z,y) med y(0) = 1 = yo og z9 = 0.

1 =x0+0.1=0.1 og up=1+4+0.1-f(0,1)=1,

f(xo,y0) + f(z1,u1) — 140 1-f(0’ 1)+ f(0.1,1)
2 ’ 2

0+ (0.1)212

= 140.1 = 1.0005,

y1 = Yo+0.1-

T9 = x1+0.1 = 0.2 og uy = y1+0.1-f(z1, 1) = 1.0005+0.1-(0.1)*(1.0005)? = 1.0015,

Yo = y1+0.1- 5 = 1.0005+0.1 . _
0.01 + 0.0401
= 1.0005 + 0.1+2 = 1.0030.



