Oppgave 1

La & veere ellipsen med brennpunkter By = (v/5,0) og By = (—+/5,0) og der
summen av avstandene fra et punkt P pa ellipsen til B; og By er konstant
og lik 6.

1. Gi likningen til &£.

2. Finn en parametrisert kurve som gar over hele £.

Lgsning

Vi vet at [PBi| + |PBs| = 6 = 2a, si a = 3. Sentrum av ellipsen er 2225 =
(0,0). Endelig vi vet at b* + (v/5)? = a2, s& b + 5 = 9 og derfor b = 2. Da
likningen til £ er

=1.
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e 9"

v
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En parametrisert som gar over hele £ kan vaere

7 (t) = (3cos(t),2sin(t))  for t € [0,2x].

Oppgave 2

La f.(z) = ze " vere definert pa intervallet I = R. Bestem funksjonen
f(z) slik at folgen {f,(x)} konvergerer punktvis mot f(x). Bevis at {f,(z)}
konvergerer ogsa uniformt mot f(z).

L@sning
Gitt en @ € R vi har at
. . 7’!1(12 _
g, fula) = lirg ae™ = 0.

Sa fu(x) — f(x) = 0 punktvis pa R.
For a sjekke uniformt konvergens vi ma beregne

A(fu(x). F(2) = max{|fu(x) — F(2)]} = max{| ()]}
Forst finner vi de kritiske punktene,

() = e ™ —2na’e ™™ = e (1-2n2?) = 0 1-2n2’=0 o=4+—.



Men

1 1 fn(iLV 1 1
n j: — :t V2n = :]: 2 ,
Il v2n) \/2”6 \/2n€
sa
1 _1 1 1
d(fu(), f(x)) = ime 2| = \/%e 3
Derfor

sa f, — f = 0 konvergerer uniformt.

Oppgave 3
a) Bevis at rekkene
> n(n+1 > (n+1)27
nz::l(_l)n (2: ) o ,;)( J;l!)

konvergerer.

b) Finn summen av rekkene i a).

Lgsning
Vi skal bevise absolutt konvergens.
(_1)n+1 (n+1)(n+2) (n+2)
lim 2t = lim —2— = - OK!
n—00 (_1)71”(7;"‘1) n—oo p, 2 ’
0g
(n+2)2nt1 (n+2)2
: T | o omii g (n+2)2 |
By g | = i S5 =l Gy =0 OKY

N4 skal vi regne summen. Fgrst ta Maclaurinrekker til = = >2° 2" for
—1 <z < 1. Derfor

1 (o)
:Zx” for—1<z<1,
L=z 3
L i( 1)"a" fi l<zx<l1
= —1)"z or — x ,
1+x

@
Il
o



= n f _2 2
T4z Sy E on T or <x <2,

2 =0
2z - (=1)" o~ (D"
— n_ n for—2<z<2
e xizo on % ;} T or x ,
20\ 2(247z)—2x 4  (=1)"(n+1)
_ — — A S AL for—2 <z <2
(2+$) 2+ 2)? 2+ 2)2 ; on mesTsS
4 Y -8 > (=1)"n(n+1)
= = " for -2 <2z <2
((2+x)2> (2+x)3 Z:ZI 2n X or T )
sa
8 S (),
2+1)3 21 o 2n = 2n
Na ta Maclaurinrekker til e* = 3>, %T: for alle x, derfor
[e.e] .,L,'r‘[,
ex:Z— for alle x,
=t
oo 27’1 n
e Z * for alle x,
O
[e%s) 2n n+1
e’ = Z a for alle x,
S

(we**) = e** + 2xe™ = e**(1 + 27) = 7(71 + 1)z

for alle x,
; n!
1=0
de © 9m(n+1)1" X2 (n+1
62(14-2)—362—2(”_'—' " ("fr ).
1=0 i=0
Oppgave 4
La f(z) = 55

(1+z)®”

a) Finn Maclaurinrekken til f(z).

b) Finn f©®)(0) (den femtederiverte til f(x) i punktet 2 = 0).



Ldgsning

Ta Maclaurinrekker til = = 327°) 2™, derfor

1 S
11—z ;x
1 o0
=3 (-1
I+x =
1\ 1 e
— — —1)"ng™ 1
<1+x> (1+ )2 ; Jina
-1 Y 2 &
— — _1 n 1 n—2
((a) = s = S e
=z —1)"n(n T = —1)"n(n T
(1+x)3 i=2 i=2
x? i (—=D)"n(n+1) ,
= T
1+2)? = 2
Na vi vet at .
o170
n!
sa (5)( )
(0
—1)°
£®(0) = 5las = 120 - ( >25 O _ 1800,
Oppgave 5

Finn alle komplekse tall z som tilfredsstiller

22 = (14+iV3)3.

L@sning

Forst vi regne

1+iV3|=2 og arg (1+i\/§):g,



derfor
(1+iv3)?% =28 og  arg (1+iv3)?) = 3% = .
Sa
22| = |2]* =2 og arg (2*)=2arg(z)=7+21k forkeZ,
og derfor
2l =v8  og  arg(z) = g + 7k for ke Z.

De er bare to tilfeller 6, = 7 og 0 = 37”, derfor lgsningene er

2 = \/g(cos(g)—l—i sin(g)) =8  og 2= \/g(cos(?);)—m' sin(327r)) = —/8i.

Oppgave 6
a) Finn lgsningen av differensiallikningen
v +2y +2y=0.
b) Finn lgsningen av differensiallikningen
y" + 2y + 2y = sin(27),
med initialbetingelser y(0) = 1 og ¢/(0) = 0.

Ldgsning

Den karakteristiske ligningen er r? + 2r + 2 = 0, med rotter 1, = —1 + 1 og
ro = —1 — 4, da lgsningene er pa formen

yn(x) = e *(Acos(z) + Bsin(x)).
Né& vi tipper at en lgsingen av y” + 2y’ + 2y = sin(2z) er pa formen
Yp(x) = C'cos(2x) + Dsin(2z),
med
y,(r) = —2C'sin(22)+2D cos(2x) og  y,(x) = —4C cos(2z)—4Dsin(2z) .

b}



Derfor
—4C cos(2x)—4D sin(2z)+2(—2C sin(2x)+2D cos(2z))+2(C cos(2x)+D sin(2z)) =
= (—2C +4D) cos(2x) + (—2D — 4C) sin(2z) = sin(2z) ,
sa
044D =0& —2D —4C =1 — C=—&D=_—.

Da

— 1
y(z) = yp(z) + yn(x) = = cos(2x) — 10 sin(2x) 4+ e *(Acos(x) + Bsin(x)).
Na vi vurderer initiallbetingelser, da

—1 6
— 4 A=1 — A=-.
y(0) =t E

y'(x) = = sin(Qx)—; cos(2.:1:)—e_“(§ cos(z)+B sin(x))+e_x(—g sin(x)+B cos(x)) ,

0og
1 6 7
'"0)=—=—-=-+B=0 — B=-
. 1 1 6 7
y= cos(2x) — 0 sin(2z) + e_x(g cos(z) + R sin(z)) .
Oppgave 7
Finn potensrekkelgsningen y = >°>° ; a,z" av differensiallikningen
y'+ay +2y =0,
med initialbetingelser y(0) = 1 og v'(0) = 2.
L@sning
Lay =3 0a,2" ¢ =32 a,nz" ! og vy =32, a,n(n —1)z" 2, da
> amnn—1)z2" 2+ 2 (Z annx"_1> +2> a2" =0,
n=2 n=1 n=0

Z apn(n — 1)z" 2 + Z apnx" + Z 2a,2" =0,
n=2

n=1 n=0

6



> apsa(n+2)(n+ 1)z" + Y ana™ + ) 2a,2" =0,

n=0 n=1 n=0

2a9 + Z apio(n+2)(n+ 1)z" + Z apnz” + 2ao + Z 2a,2" =0,

2a + 2a9 + Y _(anya(n +2)(n + 1) + ayn + 2a,)z™ =0,

n=1

2as + 2a9 + Y _(ansa(n+2)(n + 1) + (n + 2)a,)z" =0,

n=1
derfor
2a9 + 2a5 =0 og ania(n+1)+a, =0,

sa

n+1"
Pa grunn av initialbetingelsene vi har at ag = 1 og a; = 2. Da vi kan se at

a9 = —Qo og Apy2 =

= 1 n =
o B T O S O
og 1)n
ar =2 0g Q2n+1 = 51
Oppgave 8

La y(z) veere lgsningen av
y =z’ med y(0)=1.

Bruk forbedret Eulers metode med A = 0.1 til & approksimere verdien av
y(z) 1 punktene
1 = 0.1 og ro = 0.2.

(Bruk kun 4 desimaler i utregningene dine.)

Lgsning
Lay = 2%y = f(z,y) med y(0) = 1 = yo og 2y = 0.

r1 =20+ 0.1=0.1 og up=1+0.1-f(0,1)=1,

fleo,po) + florw) _ 0y FOD+FOLT) 04012

- 1
Y1 = Yot0 2 2 2




Ty =11+0.1=0.2 og  uy =1y +0.1-f(21,y) = 1.005+0.1-(0.1)%(1.005)* = 1.006

0.0101 -+ 0, 0405
S, ) + f(wg,u9) 1.005 4 0.1 e

= 1.0075.
2 2

y2=y1 +0.1-



