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1 Introduksjon

Notatet handler om ordinere forste ordens differensialligninger, det vil si differensial-
ligninger pa formen

y = f(z,y) (1)
eller, om vi skriver den ut med alle detaljer:
dy(x)

e f (@ y(x))-

Den ukjente er altsa en funksjon y av én variabel som vi her kaller z, mens hgyresiden
f er en gitt funksjon av to variabler x og y.

FEksistensproblemet for (1) er: Gitt et punkt (zg,yo) i planet, finnes det (minst) en
lgsning y av (1) med y(xo) = yo?

Entydighetsproblemet er: Dersom det finnes en lgsning y av (1) med y(zo) = 4o, er en
slik lgsning entydig gitt?

Under rimelige betingelser pa hgyresiden er svaret pa begge spagrsmaélene ja:

Setning 1. Anta at f(x,y) er definert og kontinuerlig for alle (x,y) i en dpen mengde
Dy CR, og at den partiellderiverte 0f /Oy likeledes eksisterer og er kontinuerlig i Dy.
Dersom (xg,y0) € Dy sa finnes det en losning y av (1), definert pa en omegn om x
og med y(xo) = Yo-
Dersom y og 3 er to lgsninger av (1) med y(x¢) = §(x0), begge definert i et intervall
I derxg €1, sa ery(x) =1y(x) for allex € 1.

Jeg skal ikke bevise dette i full detalj, men jeg vil vise frem hovedidéene i beviset.

For enkelhets skyld velger vi (xg,y0) = (0,0). Det vil si at vi sgker lgsninger av (1)
som ogsa oppfyller

y(0) = 0. (2)

I tillegg ser vi bare etter lgsninger fremover fra initialpunktet, altsé lgsninger definert
for x > 0.

A komme herfra til det generelle tilfelle er bare et spgrsmal om enkle variabelskift, s& vi
taper ingen generalitet ved disse forenklingene.



2 Beviset

2.1 Preludium

For at (1) og (2) skal gi mening, ma vi apenbart anta at (0,0) € Dy. Siden Dy er
apen, ma f veere definert i en omegn om origo. Og siden f er kontinuerlig, er den ogsa
begrenset i naerheten av origo, sa vi kan regne med at

[f(z,y)l < M

for (z,y) tilstrekkelig naer (0,0).
Hvis vi har en lgsning y av (1) og (2) sa gir sekantsetningen at y(z) = y(z) — y(0) =
y'(s) - (x —0) = f(s,y(s)) -« for en s € (0, z), og derfor

ly(z)| < M

nar x er positiv og liten nok. Vi kan finne positive konstanter a og b slik at Ma < b og
|flz,y)l <M forz €[0,a] ogy € [-b,0], (3)
og det folger at enhver lgsning av (1) og (2) ma oppfylle y(z) € [—b, ] for alle x € [0, a).
Vi skal ogsa benytte at den partiellderiverte f, = 0f/0y er kontinuerlig, og derfor

begrenset pa [0, a] x [—b, b]:
of
fyl = o

for en endelig konstant L. Vi skal benytte dette til & estimere forskjellen f(z,9)— f(z,y).
Hvis vi tenker pa f(x,y) som en funksjon av én variabel y, der x betraktes som en
konstant, kan vi bruke sekantsetningen, og fa f(x,9) — f(z,y) = fy(x,s) - (§ —y) for en
s mellom y og y. Dermed har vi ulikheten

|f(z,9) = f(z,y)| < Llg—y|  forz€[0,a] ogy,j € [-b,b] (4)

<L

2.2 Entydighet

Vi kan na ta fatt pa entydighetsbeviset. Anta at y og ¢ er to lgsninger til (1) og (2)
definert for x € [0, al, og sett

u(z) = e

j(x) — y(x)|.

Denne funksjonen er kontinuerlig, og den er ogsé deriverbar i de punktene x der u(z) > 0,
med

~—

.) Men en kontinuerlig, ikke-
ma veere 0 for positive x, sa

Y
pa grunn av (4). (Fortegnet £ er fortegnet til g(x) — y(x
negativ funksjon u med u(0) = 0 og «/(z) < 0 nar u(z) >
u(z) =0 for z € [0,al, og dermed er g(x) = y(x).

e}



2.3 Eksistens

Jeg skal vise at (1), (2) har en lgsning y(x) definert for x € [0,a] dersom (3) og (4)
holder.

Metoden kalles Picard-iterasjon, og bygger pa at enhver lgsning av (1), (2) oppfyller

y() = [ sty (5)

takket veere integralregningens fundamentalsetning (y(x) = y(0) + [5 ¥/ (t) dt).

Men for eksistensbeviset er det mer pa sin plass a notere at enhver lgsning av (5) ogséa
lgser (1) og (2), som man ser ved direkte innsetting.

Inspirert av fikspunktiterasjon for & lgse vanlige ligninger, prgver vi det samme for &
lgse (5), og setter

yO(x) 0,
Yo (7) :/0 Fltyn(®)dt, n=0,1,2,... (6)

Vi héper na at folgen (y,(z)) vil konvergere mot en lgsning y(z) til (5).

Vi ser forst at
|y1(x)|:’/wf(a:,0)dx’SMxSMaSb for z € [0, al,
0

ved (3) og ulikheten Ma < b. Spesielt kan vi bruke (3) igjen til & vise | f(z, y1(x))| < M,
slik at vi far den samme ulikheten for g5, og videre pa samme maten for alle y,, slik at vi
i hvert fall ikke har noen problemer med a definere y,, for alle n ved iterasjonsskjemaet

i(6).
Som sagt er vi ute etter a vise at (y,) konvergerer. Vi skal gjgre det ved & vise at

differensen y,, — y,—1 gar (fort!) mot null.
Forst benytter vi (4) og estimatet |y;(z)| < Mua:

92(2) = (@) < [ 1 0n(0) =l polt) e
= [V n®) - s 0) at
< /:L|y1(t)) —0|dt < /Ogc LMtdt = ]\42LI2,
som i neste runde gir oss

www—wuns/ﬂﬂama»—ﬂxmmnw

</ L|y2

/ t2dt =



Om vi fortsetter pa denne maten kan vi vise ulikheten

ML

|yn(x) - yn—1($)| < o "

ved induksjon. Her skal vi bare benytte oss av den mindre skarpe ulikheten

MLn—l

[vn(@) =g (2)] < ——a". w€[0,d]

men vi trengte den fgrste versjonen i selve induksjonsbeviset.
Ettersom vi har yo(x) = 0 sa far vi

yn() = 3 (@) — g (@),
k=1
og dermed
[e.e]
Jim g (@) = 3 (uel@) = ver ()
dersom summen konvergerer. Men summen er absolutt konvergent, fordi (7) gir oss

00 o) MLn 1 M
Z’yk( — Yp-1(x ‘S a" f(eLa—1)<oo,

slik at grensen y(x) = lim,,_, yn(x) eksisterer.
Konvergensen er ogsa uniform pa [0, a], for om m > n er

m MLk—l 00 MLk—l
[ym(z) = yn(2)] < Z\yk — (@) < Y < Y —d

k=n+1 k=n-+1 k=n-+1

Her kan vi na la m — oo, og fa

o) MLk—l
ya) @) < > S
k=n+1 :

Summen pa hgyresiden er uavhengig av x og gar mot null nar n — oo, og det gir uniform

konvergens av y,(z) mot y(z).

Vi vil na ta grensen nar n — oo i (6), og fa at y(z) = lim,_,« yn(z) oppfyller (5). Men
da ma vi forst vite at f(¢,y,(t)) — f(¢,y(t)) uniformt. Det er heldigvis ikke sa vanskelig

a vise ved hjelp av (4) og den uniforme konvergensen y,,(t) — y(t).
Eksistensbeviset er dermed fullstendig.

Jeg har nok feid en god del detaljer under teppet her. Det kan vaere en god gvelse & identifisere

og fylle inn noen av disse.



