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Generell fgrste ordens differensialligning

Initialverdiproblem for ukjent funksjon y = y(x):

dy

—=f(x,y), y(xo) = yo-
dx

Eksistensteorem [Peano|:
Anta at f er kontinuerlig i en omegn om (xy, o).

Da finnes en Igsning av initialverdiproblemet i en omegn om Xx;.

Med andre ord: Anta f er kontinuerlig for alle (x, y) i et rektangel
(X0 — €1, X0+ €1) X (Yo — €2, Yo + €2).

Da finnes en § > 0 og en Igsning y som er definert for alle x € (xo—0, xo+0).
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Mangel pa entydighet

Eksempel:

dy 3.1/3
— =2 , 0)=0
dx 27 A8

har Igsningen y =0 (for alle x).
Men det finnes andre Igsninger

Nemlig:

”

0 x<C

(x) =<
4 (x—C)?®? x=C

der C =0 er fritt valgbar.

Problemet ligger i mangelen pa deriverbarhet mhp y
av hgyresiden i ligningen.
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Eksistens og entydighet

Initialverdiproblem for ukjent funksjon y = y(x):

dy

e f(x,9), y(xo) = yo-

Eksistens- og entydighetsteorem [Picard—Lindel6f]
of

Dersom f og — begge er kontinuerlige i en omegn om (xy, o),
5 Y

sa har initialverdiproblemet en entydig lgsning i en omegn om x,.

Beviset bygger pa en ekvivalent formulering:

y(x) =yo+f f(t,y®)dr.
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Picard-iterasjon

Initialverdiproblem for ukjent funksjon y = y(x):

y(x) :y0+f f(t,ym)de.

Picards idé:

J/n+1(x):J/O+f f(tLya(D)dt,  yo(x) = yo

Det viser seg at dersom 6 > 0 er liten nok, sa konvergerer y,(x) uniformt
mot en funksjon y(x) pa [xo— 0, xo+ 6], og y(x) vil Igse ligningen.
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Entydighet

Initialverdiproblem for ukjent funksjon y = y(x):

dy

—=f(x,y), y(xo) = yo-
dx

Dersom y; og y» er to Igsninger og u(x) = y;(x) — y»(x), sa blir

du
— = f(x, — f(x,v), u(xy) =0.
3 fx,y1)—f(x,y2) (xo)
Det viser seg at nar 50 er kontinuerlig, sa finnes en konstant L slik at
Y

|f(x, 1) — f(x, )| < Lly1 = yal
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Entydighet (fortsatt)

. og dermed vil u(x) = y1(x) — y»(x) oppfylle

du?

2‘ u—‘ <2Lu®
dx
og derfor

2L u2) ‘ _ 2L

2 2
4 2 (1?) - 2Lu )so
‘dx dx( )
og siden u(xy) =0 sd er u* <0 for alle x>0, dvs u =0, altsd j,
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Fagrsteordens system av to differensialligninger

Initialverdiproblem for ukjente funksjoner y = y(x) og z = z(x):

da

d_i_/:f(x)yyz)) J/(xo):J/O,
dz

— g(x) J/, Z)) Z(XO) = 0.
dx

Ogsa her gjelder eksistens- og entydighetsteoremer tilsvarende de for en
differensialligning med en ukjent funksjon. Eksempel:

d
— COSX = —SIn X, cos0=1,
dx

d .
—SINn X = COS X, sin0 = 0.

dx
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Fra annenordens differensialligning til system

Initialverdiproblem for ukjent funksjon y = y(x):

V'=Fx9Y), yx) =y ¥ (x0) =z

kan skrives om til et system for to ukjente funksjoner y = y(x) og z = z(x):

y/ =z, y(xo) = Yo,

Z, — f(x) N4, Z)) Z(X()) = 2.
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