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4.3.17| Hvis a,, er konvergent kan vi finne grenseverdien ved & la n — oo pa hver side av
ant1 = % + 1. La a = lim, y ay. Da er a = § + 1, som har den unike lgsningen
a = 2. Videre, hvis a,, < 2, sa er

an+1:%"+1<1+1:2

sa folgen er (ved induksjon) oppad begrenset siden ag < 2. Videre er

an+1—an:%+1—an:1—%>l—1:0

sa folgen er voksende. Siden fglgen er voksende og oppad begrenset vet vi at den er
konvergent, og 2 ma veere grenseverdien siden det er eneste mulige grenseverdi.

Betrakt h(xz) = tan x — . Denne funksjonen er kontinuerlig pa ((n — %)77, (n+ %)ﬂ')
for alle n € Z. Merk at
lim Ah(zx) = -0
n%(nf%)ﬂ"*‘
lim  h(x) =00

n%(n«#%)ﬂ—

Siden h er kontinuerlig pa et hvert slikt intervall, ma det ved skjeeringssetningen
finnes ¢, € ((n — 1), (n+ 3)n) slik at h(c,) = 0, som var det vi skulle vise.

Bemerkning: [ oppgave 5.2.5 kan man argumentere for at siden h er kontinuerlig pa
hvert slikt intervall ((n — 1), (n+ 1)7) mé det finnes a,, b, € ((n— 3)7, (n+ 3)7) slik at
h(a,) < 0 og b, > 0. Da har man man oppfylt alle kravene i skjeeringssetningen.

Forst viser vi at det alltid finnes et tall  mellom 0 og z slik at In(1 + z) = -
Dersom x = 0 er dette opplagt sant, s vi kan videre anta at x # 0.

f(z) =In(1+ x) er kontinuerlig og kontinuerlig deriverbar for alle x > —1, s& vi kan
bruke middelverdisetningen. Middelverdisetningen gir at det finnes en ¢ mellom 0 og

x slik at
iy f@)—=f(0) In(l+z)—In(1+0) In(l+x)
file) = z—0 N z—0 N T
Vi har samtidig at .
O =11
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som kombinert gir at

In(1+2) 1
x C1+4ec
som er ekvivalent med
In(1+z) = $
1+4+¢
For x > 0 er ¢ > 0, og dermed er 1—+C < 1. Dermed er ﬁ < z, og det fglger at for
x>0ern(l+zx) <z For—1<:v<()er—1<c<0 somkanskrlvesomtll

0 <1+c<1,eller med andre ord 17 > 1. Siden z er negativ far vi da {7 + <z, sa
vi far at In(1 + ) <

Totalt har vi da ln(l + x) < z for alle x > —1, som var det vi skulle vise.

Hgyden pa renna er 20sin ¢, og bredden pa siderenna er 20 cos f. Arealet av tverr-
snittet blir dermed (se gjerne pa tverrsnittet som bestaende av to trekanter og et
rektangel)

1
A= 20-205in9+2'§-2081n9-20c059

Dette skriver vi om til
A = 200sin(260) + 400 sin ¢

Vi deriverer dette uttrykket med hensyn pa 6 og far
A'(6) = 400 cos(26) + 400 cos § = 400(cos(260) + cos 0)

Vi setter dette lik 0 for a finne kritiske punkter. Da ma vi lgse cos(26) + cos(f) = 0.
Vi har at

cos(26) = (cos 0)? — (sinf)? = (cos6)? — (1 — (cos#)?) = 2(cos§)* — 1

sa vi ma lgse
2(cos)* + cosh —1=0

Denne annengradslikingen har lgsningene cosf = —1 og cosf = % Forstnevnte gir
en vinkel § = 7, som gir tversnittareal 0. Dette ma veere et minimumspunkt. Den
andre lgsningen, cos = 2 gir 0 = %, som ma veere et maksimumspunkt.

Vi skriver litt om pa summen for & identifisere den som en Riemannsum
lim — = 1li
s Z Vi i, Z Vit

Dette gjenkjenner vi som en Riemannsum med f(z) = /z, utvalg ¢; = £, og z; —
Ti—1 = Az = % Da blir nedre integrasjonsgrense 0 og gvre integrasjonsgrense 1.

Altsa er
i Y5k = [ vEde = (3, -
oo £ n r= 3 073

8.6.15| En sirkel er beskrevet av likningen z2 + 2 = 1.
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s

o J

> X

Vi begrenser oss til y = V1 — 22, 2 € [0,1]. Det bores et sylindrisk hull i kula med
radius a < 1, sa vi far halve volumet av kula ved & rotere grafen y = /1 — 22 fra

x = a til x =1 om y-aksen. Med andre ord er
1 1 1
§V = / 2rxf(x)dr = 7T/ 2/ 1 — x?dx
a a

Lau=1-—2?%, du = —2xdz. Dette gir

2 : 2 :
2x\/1—a:2dx——/\/ﬂdu——3u§+C’——3(1—x2)3+C

Da er
1 2 2 2 2
SV =ml-50- 2?)7)! = m(—5(1- 12)2 4+ - a?)3) = §(1 — %)}
s hele volumet er 4
V= gu —a?%)3

Vi bruker delvis integrasjon. Sett v = Inz, v/ = ﬁ, som gir v’ = % og v = 2¢/x.
Da far vi

1 1 1
Mdazzlnxﬂﬁ—/-2\/§d:1::2\/§1nx—2/dmzZ\/Elnx—élx/E—FC'
vV x Vi

9.5.12| Vi kaller integranden for f(z) og skriver om

fla) = x Kk ::c(ac+1)—k(2x2+2k)
202 +2k  x+1 (222 + 2k)(z + 1)
_a? - 2ka? —2k* 21— 2k) + x — 2k?
(222 + 2k)(x+1) (222 +2k)(x + 1)
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Vi ma né dele opp i noen forskjellige tilfeller.
Hvis k < 1 finnes det aj, > 1 slik at f(z) > 0 for z > a.
Hvis k > 1 finnes aj, > 1 slik at f(z) < 0 for 2 > ay.

I begge tilfeller kan vi kjore grensesammenlikningstest mot % (grensesammenlikning
krever positiv integrand, men om k > % kan vi se pa —f(z) i stedet for). Vi har at

ag 1
/ —dzr < 0
1 X

uansett, sa det er bare foo 9z som betyr noe. Men vi har at

ap

Grensesammenlikning for k < % gir

22 (1-2k)+x—2k?

. (2271 2k)(@t]) . 231 —2k) + 2% - 2k%z
lim ——————— = lim 3 5
(1—2k)+1-2k2L 12
= lim T T = >0
w200 2+ 25 + 2k + 2k 3 2
Sa grensesammenlikning gir at integralet divergerer. Om k > % kjgrer vi samme test
for —f og far grensen —1*2—% > 0. Vi konkluderer med at integralet divergerer for
1
k# 3.
Det gjenstar sa a se pa k = % Da har vi integralet
oo 1 Yy 1
x x
1= — —2 )dx = i ——2 d
/1 G o= ) Gy o)

Setter u = 222 + 1, som gir du = 4xdx, og dermed far vi

© 11 1 1,

og dermed blir

L 1 ) 1 T 1 222 + 1

I= ylingo [1 In(2z* +1) — 5111\374‘ 1”1 = yILH;O [1 In (m)]
o2l 1 2 1241 1 224 1
= Jim (Gl (G 5) — g () = gl (i, o= 59) — (D)

Siden In er kontinuerlig kunne vi flytte lim innenfor. Har at

2y +1 : 2+
L B s RS W
pooy? +2y+1 yoo 142l L

s& vi far
8

1 1.3 1 1
J=-In2—-I(2)=-In(2) = = In(
g 02— g In() =7In(z) = 3n(3)

NN
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10.1.10| Vi finner forst en antiderivert av ——2—. For dette bruker vi delbrgksoppspalt-

- z(1+a2)
ning.
2 A Bzx+C
s1+a?) @ 1+a®
—=2=A(1+2*) +Br-2+Cx=A+Cx+ (A+ B)2?
=—=A=2 B=-A=-2, C=0
2 2 2x

= [ —
x(1+22) = 1422

Da finner vi at

Lx: 2—2730 T =2z2In|r|—In z?
/x( )d /( T Jdz =2In|z| —In(l +2°)+ C

1+ 22 r 142
2 2 a?
=1 —In(1 C=ln(——)+C
n(z”) —In(l 4+ z°) + n(1+x2)+
In(-22, 2
nar x > 0. Integrerende faktor blir e Mie2) = 117 Vi multipliserer likningen med

integrerende faktor:

2 9 22 2

12 "o+ 112 T 1+ 2
2

2
In(+=5) s z
e 1+x = —
(e y) 14+ 22

Vi integrerer begge sider med hensyn pa z

2 2 2
In(;25) :/ﬂfd :/W—ld :/1_1d
¢ Y 1+ 227" 1+z2 ° ( 1+x2)x

=g —arctanx + C

Dette gjor vi om til

_ z? 1 2
y(xr) =e 1n(1+ac2)(gv —arctanx 4+ C) = %(m —arctanx + C)
1 1 t
:C(1+—2)+—+x—W—arctanx
x x x
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