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S2.12 Vinkler. Sinus og cosinus

I denne seksjonen og den neste skal vi diskutere vinkelbegrepet og intro-
dusere de to funksjonene sinus og cosinus. Vi skal basere oss delvis pa
geometrisk intuisjon.

Vinkler

Vi skal begynne med 4 definere vinkelbegrepet pa en geometrisk mate. Slik
vi gjgr det her, er det det vinkelen malt i sikalte radianer vi kommer fram
til. (Bemerker dette i fall du har hgrt om radianer fgr) Vi skal sa etterpd
definere vinkelmalet grader ved hjelp av vinkelmalet radianer.

Vinkler

To linjestykker eller straler L1 og L2
med et felles endepunkt P danner
en vinkel med toppunkt P. Med / Lengde v
stprrelsen av vinkelen fra L, til Lo Ly
menes lengden v av buen som

fas pa sirkelen med radius 1 om P

nér vi gér fra L til Ly, mot klokken.

Ly

Siden totalormnkretsen av sirkelen er 27, ser vi fra figuren i boksen at hvis
vinkelen fra L til L, er lik v, s& er vinkelen fra Lj til Ly lik 27 — v.

En vinkel med stgrrelse /2 kalles

en rett vinkel. Siden omkretsen av

enhetssirkelen er akkurat 4 ganger /2,

samsvarer denne terminologien med

definisjonen av begrepet “vinkelrett”

i seksjon 1.9. Mens vinkler generelt

ofte markeres med en liten sirkelbue

innerst ved toppunktet, markeres Rett vinkel
rette vinkler gjerne med en liten

“rettvinklet hake”. (Se figurer.)

Det er ofte aktuelt & tenke pa vinkler som dreininger, og da kan man regne
vinkler med fortegn. Negative vinkler tilsvarer dreining i “negativ retning”,
dvs. med klokken. Videre er det aktuelt & tillate vinkler som er stgrre enn
27, disse tilsvarer da mer enn én full omdreining. F.eks. kunne det ien
monteringsanvisning st “Drei skruen en vinkel 5;/2”. Dette svarer da til
en hel omdreining pluss en rett vinkel i positiv retning, se figur gverst pa
neste side. Ergo kan alle reelle tall oppfattes som vinkler.
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F"

T 3z . b4
i —.3=_ Vinkel — —
Vinkel > 5 3
Ca
. T 5w N/
mGel 2r + -5 = 7 mGel A

Som nevnt i sted, kalles det malet for stgrrelsen av vinkler vi hittil har sett
pé, for stgrrelsen av vinkelen malt i radianer. Man kan ogsa male vinkler i
grader. Enheten “grader” markeres med en liten sirkel bak tallet, f.eks. 45°
(leses “45 grader”). Vinkelen 27 (full sirkel) tilsvarer 360°. S& w = 180°,
7/2 = 90° og si videre. Generelt har vi fglgende omregningsformel:

Vinkler malt i grader
Stgrrelsen av en vinkel mélt i grader er definert ved

o
(v mélt i grader) =

- (v malt radianer)

180° 180° .
v=§tilsvarerv= - -%: 3 = 60°
180°
v =1 tilsvarer v = s -1x2573° =m

T

Spréklig sett gjgr vi vanligvis ikke noe skille mellom en vinkel selv og
stgrrelsen av den. Vi snakker f.eks. om “vinkelen m/2”. Videre: Nar
Vi oppgir en vinkel uten enhet slik som dette, er det alltid underforstitt at
vinkelen males i radianer. Skal vi oppgi en vinkel i grader, mé den lille
sirkelen veere med. Annen terminologi: En vinkel som er stgrre enn 90°
kalles stump, mens en vinkel i intervallet (0°, 90°) kalles spiss.

o

Spiss vinkel Stump vinkel




Teorem 1

Begrunnelse Du ser fra den gverste

215

Kapittel S2: Funksjoner

Vinkelsummen i en trekant
Summen av de tre vinklene inne i en trekant er alltid 180°.

Like stor
som w Like stor
som u

delen av figuren her at
u+v+w=180° =m

N4 over til to typer trekanter som svart ofte dukker opp.

To bergmte rettvinklede trekanttyper

e 30/60/90-trekanter: Her er den korteste kateten halvparten sé lang
som hypotenusen, noe du kan se ved 4 utvide trekanten som stiplet
pa figuren under. 1 den utvidede trekanten blir alle vinkler 60°,
dvs. den er likesidet!

Lengden d av den siste siden

finnes ved Pytagoras:
a\2
=) +d*=a"
2 /30° (2) e
Nira = lerd® =1—+ =12
A a=1¢ = _——_ =,
d 4”4
o 3
60 [ dvs. d = £
a 2
2

e 45/45/90-trekanter: I disse trekantene er katetene opplagt like
lange.

Lengden d av katetene
finnes ved Pytagoras:
d? +d? =a’.

1
Nira =ler2d®’=1,d*= =

2
1
dvs. d =/.
\L] 5
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Sinus og cosinus

Anta at vi har en vinkel 6 plassert i en rettvinklet trekant som vist pa figuren

under.

Daer pr. definisjon

cosf =

sinf =

a  “hosliggende" katet

c hypotenus
b “motstiende" katet
c hypotenus

Tallet sin 8 kalles sinus til 6, mens tallet cos 9 kalles cosinus til 6.

Definisjonen ovenfor blir uavhengig av trekantens stgrrelse, for det &
gke stgrrelsen betyr & gange alle sidene med et fast tall. Dette tallet vil bli
forkortet i ligningene for sin @ og cos 6.

De fleste kalkulatorer har knapper som regner ut sinus og cosinus til
gitte vinkler. Knappene har gjerne ogsd “omvendte funksjoner” (typisk
merket sin~! og cos™!) som lar deg regne ut vinkelen v hvis du kjenner
sinv eller cos v. Ver obs p4 at kalkulatoren antakelig kan innstilles pa &
regne vinkler enten i grader (DEG) eller radianer (RAD).

$2.12 Oppgaver

Regn fglgende vinkler om til grader, og illu-
strer dem pd en figur:
2

C)—3—

1

a) w b)

RN

d) —13’- e)

Ten gitt trekant er to av vinklene 30° og 90°.
Hva er den tredje vinkelen? Den lengste siden i
trekanten har lengden 2. Finn lengden av de to
andre sidene.

Snowboard-trikset “Frontside 900" skal in-
kludere en rotasjon p4 900°, Hvor mange hele
og halve omdreininger er dette?

Regn fplgende vinkler om til radianer, og illu-
strer dem pa en figur:
a) —15° b)

—135° c) 720°

d) 10° e) 1° f) n°

Betrakt en 30/60/90-trekant der hypotenusen
erl.

a) Hvor lange er katetene i trekanten?

b) Bruk resultatet fra a) til 4 finne sin 30° og
€08 30°. Sjekk svarene dine ved kalkulator.

[6] Regn ut sin 13° og cos 78° pé kalkulator.

En 6 meter lang stige star opp mot en vegg slik
at den nedre enden av stigen stir 2 meter fra veg-
gen. Hva er vinkelen mellom stigen og bakken?
(Tegn figur!)

Om en gitt trekant vet vi at den er rettvinklet
og likebeinet. Finn vinklene i trekanten. Hypote-
nusen i trekanten har lengden 5. Hva er lengden
av katetene?
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S$2.13 Generell definisjon av sinus og cosinus

Definisjonen vi gav av sinus og cosinus i forrige seksjon gjelder kun for
vinkler 8 € (0°,90°). Vi skal nd utvide den slik at den blir gyldig for alle
vinkler. Ogsé i denne seksjonen skal vi basere oss delvis pd geometrisk
intuisjon.

Definisjon 1 Sinus og cosinus

La P vare punktet pa enhetssirkelen som svarer til vinkelen 8 nir den °
avsettes fra x-aksen, se figur under.

y

sin 8 P
7<1-' Da er pr. definisjon
9!
\} x S
cosf

Med andre ord: cos6 og sin @ er pr. definisjon henholdsvis x-koordinaten
og y-koordinaten til punktet P. Den nye definisjonen stemmer med den
gamle trekantdefinisjonen ndr 6 € (0°, 90°), for i den nye har vi hele tiden
¢ = 1. (Se den lille trekanten med 6 pé figuren i boksen.)

Eksempel 1 Vi skal finne cos(120°) og sin(120°). Vi bruker definisjonen, og tegner opp
figurene under.

1/2
1\2
P (—) +d* =1
120° Forstgrrelse g2 =2
IA 30° B
-1 1
Den skraverte trekanten er 30/60/90, se figur til hpyre. S&
: 1 3 43
120°) = ——, in(120%) = \/j= —_
cos( ) 2 mens  sin( ) 2 > [ |

Noen flere sma eksempler:
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P
P P
cos(180°) = —1 cos(270°) =0 cos(—90°) =0
sin(180°) =0 sin(270°) = -1 sin(—90°) = —1

Ting vi ser fra definisjonen i boksen pa forrige Side

(sin0)2 + (cos6)? = 1 (Bevis: Pytagoras pa den lille trekanten)
sin(—#) = —sing (Bevis: Blir § negativ, skifter y fortegn)
cos(—0) = cosé (Bevis: Blir 6 negativ, er x uforandret)

Notasjon: Istedenfor (cos8)" og (sin8)" skriver man cos” @ og sin" 8, for
naturlige tall n. Eksempel: (sinx)? = sin? x. Parenteskonvensjon: sin 26
betyr sin(26), cos 560 betyr cos(56) etc.

Tegner vi grafene til sin# og cos§ som funksjon av vinkelen # malt i
radianer, blir de seende ut som pa figuren under. Tenk over hvorfor.

Pga. forholdet til trekanter kalles sin @ og cos & med en fellesbetegnelse for
trigonometriske funksjoner. Trigonometri betyr “lzeren om trekanter". Men
det er viktig & vare klar over at slik vi n har dem p4 bordet, kan sin 6
og cos & oppfattes som helt “vanlige" funksjoner definert for alle reelle tall
6. For & markere dette skriver man oftest argumentet til sin og cos som x
istedenfor #. Men hvis du skal bruke selve definisjonen av sin og cos, er det
best & skifte navn fra x til 8 igjen, slik at du ikke blander sammen vinkelen
6 med x-aksen i definisjonen!
I'oppgave 3 bes du om 4 begrunne at summeformelen

cos(u + v) = cosucosv — sinu sin v
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gjelder for alle tall u og v. Ved hjelp av denne formelen kan vi lett utlede
flere lignende formler:

Summeformler og lignende
For alle reelle tall u og v gjelder fglgende:

1. cos(u + v) =cosucosv — sinusinv

sin(2u) = 2sinucosu

2. sin(u % v) = sinucosv + cosu sinv

3. cos(u —v) =cosucosv + sinusinv

4. sin(u — v) = sinucosv — cosu sin v

5. cos(v —90°) = sinv og sin(v —90°) = —cosv
6. cos(v —180°) = —cosv og sin(v —180°) =sinv
7.

8.

cos(2u) = cos?u — sinfu =1—2sin®u = 2cos?u — 1.

Ligning (1) har vi fra fgr. Innsetting av v = —90° i (1) gir
cos(u — 90°) = cos u cos(—90°) — sinu sin(—90°) = sinu,
som er fgrste halvdel av (5). Innsetting av u = v — 90° her gir

sin(v — 90°) = cos((v — 90°) — 90°) = cos(v — 180%) ‘= —cosv,

som er andre halvdel av (5). Man kan vise (6) p4 helt tilsvarende méte. Vi
far nd

sin(x + y) 2 cos((x + y) — 90°) = cos(x + (y — 907))

L cosx cos(y — 90°) — sin x sin(y — 90°)

5 . .
= cosxsiny-sinxcosy,

som er (2). Ligningene (3) og (4) fas fra (1) og (2) ved 4 skrive
u—v=u+(-v)

og bruke at cos(—u) = u og sin(—u) = —u. Ligningene (7) og (8) fas fra
(1) og (2) ved 4 sette u = v. De to siste utgavene av (8) fas fra den fgrste
ved 4 bruke at siden sin? u + cos?u = 1, er

2 2 2 2

sin“u=1-—cos“u, og cos“u=1—sin“u. =
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Teorem2 | Den deriverte av sin og cos
Nar 0 males i radianer, har vi (sinf)’ = cos# og (cos8)’ = — sin#.
Bevis 1 oppgave 4 blir du bedt om 4 vise at
sinh . cosh—1
-l st o m=ioo

Kombinert med (1) og (2) fra forrige teorem gir dette

sin(@ + k) —sin@

(sin®)’ = lim

h—0 h
. sinfcosh + cos@sinkh —sinf
= lim
h~>0 h
h—-1 inh
= lim [sine-&ﬂose-sin—]
h—0 h

=sinf -0+ cosf -1 =coséb.

At (cos8)’ = — sin 6 vises ved en helt tilsvarende regning. o

$2.13 Oppgaver

(1] Bruk definisjonen av sinus og cosinus til &
finne eksakte verdier for sin 8 og cos @ nir

S5

F b4

Finn den deriverte av fglgende funksjoner:
a) f(x) =sin(2x?)  b) f(x) = (cosx)'®
P figuren vist nedenfor er punktene A =

(cosu, —sinu), B = (1,0), C = (cosv, sinv)
og D = (cos(u + v), sin(u + v)) tegnet inn.

Bruk at avstanden fra A til C er lik avstanden fra
B til D til 4 vise at

cos(u + v) = cosucos v — sinu sin v.
La 6 € (0, /2). Betrakt figuren under:

4

Vinkel 6
(mélt i RAD)

a) Begrunn at arealet av det skraverte omridet
er (r-1%)-6/Q2n).
b) Bruk at (areal liten trekant) < skravert areal
< (areal stor trekant) til 4 vise at
cosf < L < !
~ sind ~ cosf’

. . siné@
c) Vis at A%T =1.

0—1
d) Bruk c) til 4 vise at  Jim Lo .

—0
(Hint: Gang med cosé + 1 oppe og nede.)
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S$2.14 Andre trigonometriske funksjonerw

Ved hjelp sin x og cos x kan vi definere to nye trigonometriske funksjoner:

COsx

sin x
tanxy = —— (tangens) cotx = (cotangens)
cos x

Tolket pé trekanter har tangens og cotangens fglgende betydning:

[}
S
oo

b ¢ a
x tanx = —|— = — cotx = i =B
c a ¢
a
Derivasjon gir (brgkregelen, bruk at sin? x + cos? x = 1):
(tanx) = — (cotx) = ——;
cos®x sin® x

Det viktigste med disse resultatene er at de kan brukes til 4 regne ut integraler.
Vi har f.eks. né fatt at

Cos x

1
] 5 dx =—cotx+C =— +C,

sin“ x sin x

og det kan det jo vare fint & vite. Grafene til tan x og cot x er vist under. Du
kan forstd hvorfor de blir sinn ved 4 se pa definisjonene gverst pa siden og
tenke pa hvordan sin x og cos x varierer med x. Som vi kan se fra figuren,
har tan x vertikale asymptoter x = =7, :i:%" osv., mens cot x har vertikale
asymptoter for x = £, x = £2x osv. Tenk over hvorfor.

et e —m————————————

[ VU J PP
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Generelt om periodiske funksjoner

De trigonometriske funksjonene sin x, cos x, tan x 0g cot x har det til felles
at de er periodiske, dys. grafene deres gjentar Seg etter en viss periode.
Generelt kaller man en funksjon f(x) periodisk med periode T hvis det er
slik at ndr x e Df,sderogsix+T e Dy, ogvihar f(x + T) = fFx).
Figuren under viser en slik periodisk funksjon.

I I I
] | I
1 I 1
! ! ! .'
[ X x+T x+2T x 43T x
Summeformlene (1) 0g (2) i teorem 3.6 gir direkte (settu = x og v = 27)

sin(x + 27) = sin x cos 27 +cosxsin2xr = sinx
cos(x + 2m) = cos x cos 27 — sin x sin 2 = cosx,

dvs. sinus og cosinus er begge periodiske med periode 2. Noe som stem-
mer med grafene vi tegnet. Fra grafene ser vi videre at tangens og cotan-
gens er periodiske med periode 7. Det kan sjekkes vha. summeformlene,
f.eks. for tangens:

sin(x +7)  sinxcosz + cos x sinmr  —sinx
tan(x +7) = = - - = = tanx.
cos(x +m)  cosxcosm — sin x sin T —cosx
$2.14 Oppgaver
(1] Deriver funksjonene
3) f(x)=x(cotx)™ b) f(x) = tan(x?)
Finn integralet / Ty dx e
Du jobber pd kommunens planleggingskon-
tor, og i forbindelse med anlegging av et nytt bo- a) Vis at dersom man velger krysslgsningen, er
ligfelt bes du om 4 Igse folgende problem: Anta at total veilengde L som funksjon av 6 gitt ved
to hus ligger side om side i en avstand b fra hoved- acosf a
veien, og at avstanden mellom husene er a. For LO)=b~ 2sind + sing

4 2 kortest mulig veilengde 3 bygge, bgr man da b) Hvilken vinkel 8 gir minst total veilengde L7

legge en vei rett inn til hvert av husene (stiplet pa
figuren), eller skal man lage en felles vei inn som

For hvilke verdier av a 0g b Ignner det seg &
velge krysslgsningen?

deler seg i et kryss med vinkel §? Anta g < 2b.
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S2.15 Noen setninger om trekanter

I denne seksjonen skal vi se pa tre viktige teoremer om trekanter. Vi ngyer
oss med geometrisk baserte begrunnelser for disse.

Teorem 1 Tre setninger om trekanter

Betrakt en vilkarlig trekant med sidelengder a, b og ¢ og vinkler A, B
og C. Se figur under.

Da gjelder:
1
Arealsetningen: Areal trekanten = -2-bc sin A
sinA _sinB _sinC
T b ¢

Cosinussetningen: a’> =b*+c? —2bccos A

Sinussetningen:

Begrunnelse Vi ser bare pa tilfellet der alle vinklene i trekanten er < 90°. Det andre
tilfellet (en stump vinkel og to spisse) tas tilsvarende, bortsett fra at vi ma
bruke (5) og (6) fra teorem 2.13.1 litt. Fra figuren under ser vi at

h=bsinA =asinB
r=bcosA

s=c—r=c—bcosA

Dermed f3s regningene under. I punkt (2) tas kun den ene likheten, den
andre fas ved 4 stiple hgyden ned fra A pa linjen BC isteden.

(1) Arealet = ch = jc(bsin A).

(2) h=bsinA =asin B gir (sin A)/a = (sin B)/b.

(3) h? + 52 =a? gir (bsin A)? + (¢ — bcos A)? = a>.
Gang s utogbruk at sin? A+cos?A=1. =

To trekanter i planet med sidelengder henholdsvis a, b, c og a, b, & kalles




224  Del 2: Skolematematikk

Jormlike hvis det fins et tall & slik at

a =ka,

b=kb, og ¢=ke.

Tolket geometrisk betyr dette at den ene trekanten er en forstgrret eller
forminsket utgave av den andre, eventuelt speilvendt. Tallet & er forstgrrel-

sesfaktoren. Figur:

I formlike trekanter er forholdet mellom tilsvarende sider det samme, dvs.

(se pé figuren over)

==

a
b’

Q|

[P IR~PY

) og

Videre fglger av cosinussetningen at formlike trekanter har de samme tre

vinklene. For hvis

a?=p? +c? - 2bccos A,

gir ganging med k2 at (ka)? = (kb)? + (kb)? — 2(kb)(kc) cos A, dvs.

G = b2 4 &2 —2bécos A.

Siden vinkelen A ligger mellom 0 og 180°, bestemmes den entydig av
cos A. Ergo er A en vinkel i trekanten med sider a, b, ¢ ogsa.

$2.15 Oppgaver

I en gitt trekant har to av sidene lengder 3 o, En lysmast stér ved kanten av en fotballbane.
g

5, og vinkelen mellom dem er 30°. Hva er arealet
av trekanten? Hva er lengden av den siste siden?

Vis at for to likeformede trekanter med sider
a,b,coga,b, ¢ har vi

QI
I
ol s
i
oo

For & finne ut hvor hgy masten er, tar du en dag
med deg en 50 cm lang stokk og maler at denne
kaster en skygge pd 70 cm ndr den stir rett opp
pé flatt underlag. Samtidig kaster lysmasten en
36 meter lang skygge pa den flate fotballbanen.
Hvor hgy er masten?
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S2.16 Eksponentialfunksjoner og logaritmer

Eksempel 1

Eksempel 2

Hvis a > O er et gitt reelt tall, si kalles funksjonen
fx)=a

for eksponentialfunksjonen med grunntall a. Feks. kalles f(x) = 2* for
eksponentlalfunkSJonen med grunntall 2. Forel¢p1g har vi kun definert ut-
trykket a* nér x er et helt tall, dvs. f(x) = a* er kun definert for hele tall
x. Her er noen eksempler hvor eksponentialfunksjoner dukker opp.

Du setter inn kr. 1000 i Lyssky-banken, som tilbyr 46% rente pr. ar. For
hvert &r belgpet stir inne, blir det da ganget med (1 + 100) = 1.46. Hvis
B(x) er belgpet du har i banken etter x ar, er dermed

B(0) = 1000
B(1) = 1000 - (1.46)
B(2) = 1000 - (1.46) - (1.46) = 1000 - (1.46)?

og s videre. Belgpet etter x &r blir altsd

B(x) =1000-(1.46)". m

Anta at en miljgterrorist slipper 5 kg av et radioaktivt stoff ut i naturen.
Pga. nedbrytning mister stoffet 36% av sm masse pr. 4. Mengden radioaktivt
stoff blir altsd multiplisert med (1 — |00) = 0.64 for hvert &r som gar. Hvis
vi lar C(x) vere mengden stoff som er igjen i naturen etter x &r, er altsa

Cix)=5-(064)". m

Grafene til de to funksjonene fra eksemplene ovenfor ser slik ut:

B(x) 1 C(x)

1000

-2 2 x -2
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Siden funksjonene nederst pé forrige side kun er definert for heltallige x,
er det bare de svarte prikkene som offisielt er med pé grafen. Men det er

besnzrende 4 spgrre om vi kan fa til 4 definere funksjonene for x som ikke

e strengt voksende p3 hele R nirg > 1,
¢ strengt avtakende p4 hele R nir ¢ ¢ {0, 1).

Dette stemmer med bildet vi f&r fra grafene pa forrige side. Videre skal vi
vise at vére gode, gamle eksponentregler

. _ 1
@) =a® a*a’ = g™ty a*b* = (ab)* a* = —
p

né vil gjelde for alle reelle eksponenter x, y og grunntall a, > 0,

Logaritmer

Laag > 0 vere et grunntall, og anta at g # 1. Daer funksjonen f(x) =
a® enten strengt voksende eller strengt avtakende, dvs. den har en invers

Eksempel 3 Den inverse til f(x) =2%er logaritmen log, x. Vi har for eksempel

log,8 =3 fordi 23=§ logl=0  fordi 20 = |
log2=1 fordi2! =2 log g =-3 fordi 2-3 = 3

Poenget er jo at vi alltid har 2log2x — x = log, (2%). Dette betyr bare at de
to funksjonene er inverse ay hverandre. w




lallige x,
\en det er
'som ikke
jge kurver
i utvide
pksjonén

skal vi
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Eksempel 4 Deninverse til f(x) = 10 er logaritmen log, x. Denne skrives oftest bare

log x, og kalles den briggske logaritmefunksjonen. Den har vanligvis en
egen kalkulatorknapp. Vi har f.eks.

log100 =2 fordi 10?=100 logl =0 fordi 100 =1
log 1000 =3 fordi 103=1000 log 5 = —1 fordi 107! = g
logl0=1 fordi 10'=10 log 15 = —2 fordi 1072 = 5

Poenget er jo at vi alltid har 10'°8* = x = log(10*). =

Derivasjon av eksponentialfunksjoner og logarit-
mer

Dette er en utrolig vakker historie, for vi skal se at det blant eksponential-
funksjonene finnes en funksjon som har seg selv som derivert! Grunntallet
til denne spesielle eksponentialfunksjonen skrives e, og det viser seg at
e = 2.718281828459... Altsa

) =e.

Eksponentialfunksjonen f(x) = e* kalles den naturlige eksponentialfunk-
sjonen. Grunntallet e, som man kan vise er irrasjonalt, er et av matematik-
kens mest bergmte tall. Den tilhgrende logaritmefunksjonen log, x skrives
vanligvis In x. Det viser seg at vi har

| =

(Inx) =

for alle x der In x er definert, dvs. for x > 0.

Teorien for eksponentialfunksjoner og logaritmer

Vi skal nd utvikle teorien for eksponentialfunksjoner og logaritmer fra bun-
nen av, pi en mer teoretisk mate enn det som gjgres i de fleste bpker skrevet
for videregdende skole. Strategien er som fglger: Fgrst definerer vi Inx,
altsé den naturlige logaritmefunksjonen. Deretter definerer vi ¢* som den
inverse til In x. Til slutt definerer vi eksponentialfunksjonen a* for grunntall
a # e ved 4 uttrykke denne ved ¢*, og introduserer logaritmen log, x som
den inverse til ¢*. Dette kan virke som en temmelig bakvendt méte & gjgre
ting p4, men den viser seg & vare den teoretisk sett enkleste.

Stoffet som fglger pa de neste fire sidene er et skoleeksempel pd hvordan
man i matematikk kan bygge opp teori trinnvis. For & gjgre det enklere &
referere tilbake til foregdende resultater, har vi i de tre fgrste teoremene
nummerert delpunktene fortigpende fra (1) til (10). Vi refererer s til disse
delpunktene ved sma tall over likhetstegnene.
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Teorem 1

Bevis
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Den naturlige logaritmefunksjonen

Vi definerer den naturlige logaritmefunksjonen In x ved

*1 1
lnx=/ —dt /t
1t

for x € (0, 00).

Inx

ViseratIn 1 = 0. Fundamentalteoremet girat f(x) = In x oppfyller

1 ) e g
f'(x) = —, den deriverte er posttiv, sd In x er strengt voksende.
x

1
) =— ~5 ernegativ, sd grafen til In x krummer nedover.
x
]
Dessuten ser viatInx > 0 forx > & Hvisx € (0, 1) blirlnx < 0, fordi
integrasjonsgrensene kommer i gal rekkefglge (vi fir minus arealet).
Parenteskonvensjoner: Inx" = In(x") og Inab = In(ab).

Regneregler for den naturlige logaritmen

For alle reelle tall x, y > 0 gjelder

1) In(x™) =nlnx (forelgpig bare for hele tall n)
(2) In(xy) =Inx +1Iny

3) In(1/x) = —Inx

(4) In(x/y) =Inx —Iny

P tre fprste punktene viser vi fgrst at de to sidene i regneregelen har samme
derivert. Da vet vi (se Lemma 8.3.2 i Kalkulus) at de to sidene er like pien
konstant C ner. S4 viser vi at C = 0 ved 4 sette inn en lur x-verdi.
M) Fnx"y =L "l =2 = Ly

forn #0. Forn =0er regneregelen triviell. Vi fir n&

Inx" =nlnx +C. Innsettingavx = 1 gir0 =0 + C,dvs.C =0.
@ fLn@)=L a=1=dng+mnx

sdln(ax) =Ina+Inx+ C. Innsatt x = 1 fis Ina = Ina+0+C.
Altsd C = 0 igjen. Omdgping av variablene gir resultatet.

©) %(ln :1-)\= (l}x) : (—;17) = —% = %(— Inx) etc. tilsvarende.

@) In(%) =In(x - 1y ilnx+ln31; Zinx—~Iny m




 fordi
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—
Teorem2 | Grenseegenskaper

(5) lim Inx =400
X—>00

(6) lim Inx = —o0
x—0t

Bevis (5) In(2") 1In2 > condrn — oo (n naturlig tall)

©6) In(L) 2 —In@2") £ —nln2 - —conirn — co.

I siste linje svarer n — oo til at 5 — 0", =

Vi kan n tegne grafen til In p& grunnlag av det vi har funnet ut:

Ved skj®ringssetningen
(se Kalkulus seksjon 5.2)
finsettall eslikatlne = 1.

Funksjonen In x er strengt voksende pa (0, co), og har derfor en invers
funksjon der. Denne kalles forelgpig exp(x). Siden Inx er deriverbar,
fglger det at ogsd exp(x) er deriverbar. (Vi dropper beviset for dette siste
her. Se Kalkulus setning 7.4.5.)

exp(x)
Def. omréde for exp(x): R

1 Inx
/ / Verdimengde forexp(x): (0, 0o)

Harexp(Inx) = x forallex > 0

Hvis n er et helt tall, far vi

exp(n) = exp(nine) = exp(lne”) ="

S& exp(x) er lik ¢* nér x er et helt tall. Vi definerer nd uttrykket e* som
exp(x) for alle reelle tall x som ikke er hele tall. Heretter kalles den inverse
til Inx for %, den naturlige eksponentialfunksjonen.
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Teorem 3 Regneregler for den naturlige eksponentialfunksjonen

For alle reelle tall x og y gjelder

(7) In(e*) = x = Inx (siste likhet kun for x > 0)

8) e ¥ = *ty

9 ()" = e (forelgpig bare for hele tall n)
(10) () =e* (dvs. funksjonen &* har seg selv som derivert!)

Bevis  (7) Fordi e* og Inx er inverse ay hverandre.

(8) In(e*e?) 2 In(e*) +In(e?) = x +y = In(e**?)
S4 ok fordi In er injektiv.

(9) In[(e*)"] L nln(e*) = nx = In(e™) tilsvarende.

(10) x = In(e®), deriverer (kjerneregelen): 1 = el, . Ed;(e“). [ |

Andre grunntall

Hvis x er et helt tall, er ¢* = (elayr £ pnayx Derfor definerer vi na

x d_if e(ln a)-x

a

forallea > 0 0g x € R. Funksjonen f(x) = a* kalles eksponentialfunk-
sjonen med grunntall a. Vi far

d . (na)x pésitiv forlna > 0,dvs.a > 1
E(a )= (Ina)e > somer negativ for Ina < 0, dvs. a € (0, 1).

Har videre a¥ = ¢Ma)0 — | o3 grafen ser slik ut:

a* a*
@a=1m @a<l

X

Funksjonen a* er injektiv for alle grunntall ¢ > 0 slik at a # 1. For hvert
slikt grunntall a har den derved en invers funksjon,
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Den inverse funksjonen til a* kalles logaritmen med grunntall a, og skrives
log, x. Altsa (siste likhet kun for x > 0):

log,(a*) = x = "%~

Definisjonsomrédet til log, x er lik verdimengden til a*, altsé (0, 00).

Teorem 4 Generelle regneregler
For alle reelle tall x, y og alle reelle tall a, b, ¢ > Oslik at ¢ # 1 gjelder
@ a*a’ =a*t (v) log.a = (Ina)/(Inc)
(i) @*) =a*’ (vi) log.(a®) =xlog.a
(iil) (ab)* = a*b* (vii) log.(ab) =log.a +log. b
iv) aix =a”* (viii) log, (%) =log.a —log. b

: def - 7
Bevis Fraa® £ ¢4 firviln(a®) = Ine*'? = xIna forallea > 0 og x € R.

Vi refererer til dette resultatet som (11), og bruker injektivitet av In:

(i) In(a*a’) L In(a*) + In(a”) Y xlna + ylna = (x + y)Ina u
In(a**?)

(i) n@*)’ £ yin@®) £ yxna £ In@@”)
(iii) In(@*b*) 2 In(@*) + In(*) Z xIna + xInb
= x(Ina + Inb) 2 x In(ab) & In(ab)*
(v) In(1/a*) 2 —in@) & —xIna & In@@™>)
V) El‘c In(c%) U, og cna)/(nc) def (nc)na)/(nc) _ plna L

Sé funksjonen f(a) = '1:‘1—‘; erinversav g(a) = ¢?,dvs. f(a) = log_a.

Ved bruk av ligningen i punkt (v) fglger punktene (vi), (vii) og (viii) direkte
fra henholdsvis (11), (2) og (4). (Faktoren mLc forkortes overalt.) m

Eksempel 5 For 4 finne den deriverte av f(x) = 2, uttrykker vi den ved e*, slik:
2% = (¢i"2)* = ¢nD* Kjerneregelen med kjerne u = (In 2)x gir da

(2X)l — (e(an)x)l — e(ln2)x . (]n 2) =2%.1n?2.

For 4 finne den deriverte av g(x) = log, x, bruker vi teorem 4.7(v):

mx\ 1 1 1
(logy x)' = ( ”) = —

In2 2 x  xmln2
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Eksempel 6

Eksempel pa typisk regning

Her er et eksempel p4 et typisk triks som man bruker for § Igse ligninger der
eksponentialfunksjoner er involvert.

Gitt ligningen 2¢~0-2x — 47

Vi graver ut x trinnvis. Eksponentialfunksjonen dreper vi ved & ta In. Vi far

e—(O.Z).\' =721
In(e=©02xy — jp21
—(0.2)x =1n21
In21
= —-152 m
—-0.2

En kommentar om integralet av 1/x

Hvis x < 0, har vi |x] = —x, og dermed
d d 1 1
— =—In(~x) = — . (=1) = ~
. In |x| 7 n(=x) - D .

Funksjonen F(x) = In x| er derfor en antiderivert av 1 /x ogsé for x < 0.
Nér du regner ut det ubestemte integralet av 1/x, bgr du derfor sette In | x|
som svar istedenfor In x. Da blir svaret gyldig ogsa for x < 0. S3

1
/— dx =In|x|+C.
x

$2.16 Oppgaver

Deriver fglgende funksjoner: La oss g tilbake til miljgterroreksemplet fra
a) f(x)=e¥ b) f(x) = In(x* + x?) side 225. Etter at vi n4 har utvidet definisjonen av
) uttrykket (0.64)" til 4 gjelde for alle reelle tal] t,
) f) =" d) fx)=10° kan vi i modellen vir g4 ut fra at funksjonen
) f)=logsx B f(r)=e 1T ! C@t) =5-(0.64)
»+1 gir oss stoffmengden i naturen somen kontinuerlig
Lgs ligningene: funksjon av tiden ¢ for alle reelle tall + > 0.
2) 3= 12~ b) 5= % e) Hvaer stoffmengden etter 15 mineder?
e f) Hvor lang tid tar det fgr stoffmengden er re-
c)4=5.10" d) 3 =log(2x +5) dusert til 1 prosent av den opprinnelige?

1
Regn ut integralet / (e"+ —) dx.
x
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S2.17 Potensfunksjoner - —|

Teorem 1

Bevis

Eksempel 1

Teorem 2

Bevis

Eksempel 2

Funksjoner pa formen
fx)=x"

(der a er et reelt tall) kalles potensfunksjoner. Eksempler: f(x) = x2 og
fx) = x /2, Merk forskjellen pd en eksponentialfunksjon og en potens-
funksjon: I eksponentialfunksjoner stdr x i eksponenten, mens i en potens-
funksjon er x grunntallet. Vi kan né lekende lett bevise “potensregelen” for
derivasjon ogsé nér eksponenten a ikke er heltallig:

Potensregelen for derivasjon
Laa # 0 vaere et reelt tall, og la f(x) = a*. Dahar vi

fl(x) = x%) = ax®! forallex > 0

(xa)/ — (e(lnx)a)/ — %e(lnx)a — % x4 = axa—l_ n

fe)=x" gir f@)=nx""! =

Rgtter og potensfunksjoner
Hvis n er et naturlig tall og x > 0, har vi

x/n = 1/x

(xl/myn = x (U =yl = x. m

=

Dette gir oss en enkel mite & derivere rotfunksjoner pa:
fo=Vai=x2 gir fo=3"% -

Men hvis  er odde, kan vi ogsa trekke n’te-rgtter av negative x. Inspirert
av forrige teorem definerer vi derfor xY/" som 2/x nfrx < O ogneret
positivt oddetall. Mer generelt setter vi

m

xmi/n & (2/}) for x < 0, m helttall og n positivt oddetall.

Her underforstr vi at /x def' ¢ for alle x. For at formlene skal klaffe i
x = 0, definerer vi 0% = 0 for alle a > 0. Ifglge boksen s. 8 er 00 =1.
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Teorem 3

Bevis

Eksempel 3

Derivasjon av potenser for negativ x j
Derivasjonsregelen i teorem 2.17.1 holder ogs4 i tilfellet x < 0, gitt at
a =m/n der m er et helt tali ogn > 1 er et oddetall.

Videre holder potensreglene (i)—(iv) fra teorem 2.16.4 ogsa i tilfeller der
vi trekker inn negative grunntall etter definisjonene gitt i denne seksjo-
nen.

Droppes. =

fO=Yx=x1B gir  f)= 357 forallex £0. w

Til slutt: Vi har sett at nirx > 0, er x4 definert for alle reelle g, Nérx <0,
er imidlertid x2 kun definert nirg = m /n, der m eret helt tall og n er odde.
Grunnen til at man ikke definerer x™" ndrn er et partall, er effekter som

dette: —1= (-1 = ()22 L /(T2 = fT=1, (Tull!)



