EKSAMEN MA0002, 07. MA1 2020 — LOSNINGSFORSLAG

Oppgave 1 (30 %)

Alle utregninger skal tas med 1 besvarelsen.

En koloni med firfisler bestar av tre aldersgrupper: nullaringer, ettdringer og toaringer. Vi

betrakter kun dyr av hunkjenn. Vanligvis far firfislene ingen unger i lopet av det forste dret. En

femtedel overlever sitt forste levedr. Som ettiringer far de 1 gjennomsnitt 2 unger. Halvparten

av firfislene overlever sitt andre levear. Som toaringer far de i gjennomsnitt b unger. Da

observasjonene av denne kolonien startet, bestod den av 240 nulléringer, 400 ettaringer og 320

toaringer.

a)

b)

Sett opp en Lesliematrise L som beskriver utviklingen av denne kolonien.

Losning:
0 2 b
L=§ 0 0
0 2 0

2

Vi onsker & finne ut hva som vil skje med firfislekolonien i det lange lop. Et

matematikkprogram for behandling av matriser er brukt i beregningene nedenfor.

Forst antar vi at b = 3 (dvs. at todringene far 3 unger i1 gjennomsnitt). Dette gir folgende

resultat:

240 0
L*° [400| = [0].
320 0

Deretter antar vi at b = 9 (dvs. at todringene far 9 unger 1 gjennomsnitt). Dette gir folgende

resultater:
240 94790 240 252130
L*[400| ~ |17 185] og L5°1400| = | 45730 |.
320 7798 320 20731

Gi en tolkning av resultatene for b = 3 0g b = 9 med tanke pa hva som vil skje med

firfislekolonien 1 det lange leop.



Losning:

Nér b = 3 vil kolonien do ut, og nir b = 9 vil kolonien teoretisk vokse mot uendelig 1 det
lange lop. (Her har vi ikke tatt 1 betraktning tetthetsregulerende faktorer som mattilgang,

plassmangel, stress, sykdommer, eller rovdyr).

c) Det viser seg at det finnes en spesifikk fodselsrate for todringene (kall den b) som gjor at
kolonien stabiliserer seg i det lange lop. Finn denne verdien av b, og begrunn matematisk
hvorfor den teknikken du bruker virker (dvs. forklar hva som motiverer de stegene du tar
for 4 lase problemet).

Losning:

Det at kolonien stabiliserer seg betyr at Leslie-matrisen har en dominant egenverdi som er
lik 1. En egenverdi A med tilherende egenvektor u oppfyller denne likheten Lu = Au. Vi
ma altsd finne en verdi for parameteren b slik at matrisen L som har egenverdi A = 1. Dette

betyr at vi ma lese likningen Lu = u, der u er egenvektoren tilherende A = 1.

Dette gjor vislik: Lu =7 & Lu—-u=0 @Lu—Lu=0 & (L—L)u=0,derl;
er lik identitetsmatrisen av storrelse 3. Fordi  # 0 (den er en egenvektor), vil losningen av
matriselikningen (L — I;)u = 0 inntreffe nir determinanten til matrisen L — I3 er lik 0

(fordi det(L — I;)u # 0 medfpreratuw = 0).

-1 2 b
1
ViharatL —I; =| 3 -1 0 | Vi finner alts4 b ved 4 lose likningen:
1
o - -1
2
-1 2 b
1 2 1
det|c -1 0|=0o=-1+-+—b=0 < b=6.
) 5 10 —
o - -1
2

(At vi har begrunnet matematisk de stegene vi har tatt, gjelder som begrunnelse for at
teknikken virker).

I oppgave d) og e) skal du bruke den verdien av b som du fant i c).

d) Finn den stabile distribusjonen av firfisler som vil inntreffe i det lange lop.

Losning:
Uq

Finner egenvektoren u = [uzl tilherende egenverdien A = 1:
Us



6

Uy Uy Uy 0
Olluy| = || & (L - L) [u2| = |o| &
0 Us Us Us 0
-1 2 6
1 Uy 0
g -1 0 [u2]=[0].
1 Us 0
0 - -1
2

Vi lgser denne matriselikningen ved & foreta elementare radoperasjoner pad matrisen
L—I5:

o vk O
NiRr O N

-1 2 67p1
ﬁ -1 0 Rz R1— —R1
0 - -1|R3
1 -2 -6]pa
~lz -1 0|go R2 — R2 — R4
0 - -1|g3
1 -2 -61p4
~l0 -2 2 g5 RS — —2RS
0 % -1|R3
1 -2 -61Rr4
~|0 1 -2/Re  R3—R3--R6
0 % -1fR3
1 -2 -6]R4
~l0 1 -2|R6 R4 — R4+ 2R6
0 0 O0lRr7
1 0 -10
~l0 1 -2
0 0 0

Den siste matrisen er pa redusert trappeform, og losningen av matriselikningen er dermed
gitt ved:



1 0 -10 w 0 uy = 10w,

01 -2 [uz] = [0] som betyr at U, = 2u;
Us 0

0 0 O

Ouz; =0
Uy 10
Visetter u; = togfarat |[Uz| =t | 2 |.
Us 1

10
Vivelger t = 1 og far egenvektoren u = [ 2 ] (tilherende egenverdien A = 1).
1

Tolkningen er at denne vektoren angir den stabile distribusjonen av firfisler 1 de tre

aldersgruppene. Det betyr at andelen nullaringer stabiliseres pa %, andelen ettaringer

. . 2 o e . 1
stabiliseres pa 7 08 andelen toaringer stabiliseres pé o

e) Med den startpopulasjonen som er oppgitt i ovenfor, vil kolonien stabilisere seg pa totalt
2 080 firfisler. Finn ut hvor mange firfisler det vil vere 1 hver aldersgruppe etter at kolonien

har stabilisert seg.
Losning:
Med en totalkoloni pa 2 080 firfisler, vil det vare:

% av 2 080, altsa 1 600 nullaringer,
% av 2 080, altsa 320 ettaringer,

1—13 av 2 080, altsa 160 toaringer.

Oppgave 2 (40 %)

Alle utregninger skal tas med 1 besvarelsen.

Betrakt funksjonen f(x,y) = —x3 + y? + x pa det lukkede og begrensede omradet
De={(x,y): —2<x<2-1<y<1}

a) Finn gradientvektoren V£ (x, y).



b)

d)

Losning:

of
_ — () _2,2
Gradientvektoren Vf (x,y) = 0x = [ 3x"+1 :

of 2
I hvilken retning eker fraskest i punktet (- 1,0)? Regn ut sterrelsen pa denne gkningen.
Losning:

I et vilkérlig punkt (x4, Vo) vil en deriverbar funksjon f(x,,y,) oke raskest i retning av

gradientvektoren i dette punktet. Altsd vil f oke raskest i retning av V(- 1,0) = [_02] 1

punktet (- 1, 0). Okningen i dette punktet (i retning av gradientvektoren) er lik lengden av

gradientvektoren i1 punktet, altsa lik |[_02]| =, (-2)2=2.

Finn den retningsderiverte til 1 punktet (- 1, 0) i retning av vektoren [ﬂ Gi en geometrisk

tolkning av svaret.

Losning:
Vi skal finne den retningsderiverte til i punktet (- 1,0) i retning av vektoren u = [ﬂ

Forst ma vi normalisere u (det betyr a seorge for at vektoren har lengde lik 1). Kall den

normaliserte vektoren for v. Vi har at v = % = \/% [ﬂ Da vil den retningsderiverte til
f(x,y) i punktet (-1,0) i retning av v vaere gitt ved dette skalarproduktet (ogsé kalt

prikkproduktet)
Dsf(L,1) =(Vf(1,1)) - v,
. o =21 a1y _ 1 oy _ 2
ogv1farat[0] \/—5[1] = ﬁ( 2) === V2.
Geometrisk tolkningen av den retningsderiverte: Den retningsderiverte sier noe om hvor
stor helning det er i punktet (- 1,0) langs den stien (pa flaten i R3) som har retning

bestemt av vektoren [ﬂ Denne stien er en kurve med stigningstall lik -v/2 i punktet

(-1,0). Hvis vi ser for oss at grafen til f beskriver et terreng som vi beveger oss i, barer det

nedover i terrenget i1 det aktuelle punktet, i den angitte retningen.

Finn og klassifiser eventuelle kritiske punkter for f pa definisjonsomradet. Begrunn
losningen.
Losning:
Vi finner og klassifiserer eventuelle kritiske punkter for f pa definisjonsomrédet.

Kritiske punkter inntreffer nar gradientvektoren er lik nullvektor. Fra a) har vi at



or
a("'” 3x +

= 2,2
ViG,y) = |55 ] Vi loser hknmgen[ 3%+ 1] = [0
5;(x,y)
+ 1 0
= _— O frd .
3 gy

Dvs. vi har to kritiske punkter: (—is, 0) og ( Nl 0). Vi klassifiserer dem ved hjelp av

determinanten til Hessematrisen og andreordens partiellderiverttesten:

Vlregnerutat—(x y) =-6x —(x y) =2og % af (x,y) = P af (x,y) = 0.
. 1

Analyse av det forste kritiske punktet, (— N 0).

Hessematrisen til f'i (— NeL O) er gitt ved:

Hf(—i 0)= giﬁ(_%’o) ayax( 0) [2\/5 ol
ek (ke Lo o
dyox V3 dy?

detHf (—— O) 4+/3 > 0. Videre er —( ) = 24/3 > 0. Dette medforer ifolge

andreordens partiellderiverttesten at punktet ( NeL 0) er et minimumspunkt (hvorvidt det
er lokalt eller globalt avgjeres ved at vi sammenlikner dets funksjonsverdi med de andre
ekstremalpunktenes funksjonsverdier, nar vi har funnet disse). Vi har at f (—— 0)

\/_)
3\/_ -0,385.

Analyse av det andre kritiske punktet, ( NeL 0):
Hessematrisen til f'i ( NeL 0) er gitt ved:

o |#E) 5G] 23 o
Hf(\/?o)_ 9% f o2f _[ l
dyox (\/_E’ 0) ay? (\/_E' O) 0 2

detHf (i ) = —4+/2 < 0. Dette medferer ifolge andreordens partiellderiverttesten at

punktet ( NeL O) er et sadelpunkt. Vi har at f (\/%, 0) ? ~ (0,385.

Finn globale maksimums- og minimumspunkter for f pad definisjonsomradet. Begrunn

lgsningen.



Losning:

Ekstremalverdi-teoremet i R? sier at en kontinuerlig funksjon pa et lukket og begrenset
omradet har bade et globalt minimums- og et globalt maksimumspunkt pa
definisjonsomradet (det kan ha flere med samme verdi). Vi skal na finne kandidater til disse
ekstremalpunktene pa randen av definisjonsomradet som er et rektangel i1 xy-planet med

hjerner A(-2,-1),B(2,-1),C(2,1) og D(- 2,1) (se Figur 1).

Figur 1. Definisjonsomradet i xy-planet

Randen av definisjonsomradet bestér av sidekantene AB, BC, CD og AD i rektanglet, der vi
pa hver sidekant har en bestemt verdi av enten x eller y. Dette gjor at vi for sidekantene far
uttrykt / som en funksjon av én variabel. Til slutt analyserer vi hjernene.

Linjestykket 4B: Her er y =-1, som gir f(x,—1) = —=x3 + x + 1 = g(x).

gx)=-3x2+1. Leser gx)=0sx= +\/—_ Dvs. kandidater til globalt

ekstremalpunkt er (—\%, - 1) og (\/_, - 1). Vi har at f (—\%, - 1) = % +1=0,6150g

f(%,—1) = - +1~1385.
Linjestykket BC: Herer x = 2, som gir f(2,y) = -8+ y? +2 =y? — 6 = g(y).

g’ (y) = 2y. Leser g'(y) = 0 & y = 0. Dvs. kandidat til globalt ekstremalpunkt er (2, 0).
Vi har at f(2,0) =-6.

Linjestykket DC: Her er y = 1, som gir f(x,1) = —x3 + x + 1 = g(x). Losningene her

er de samme som for y =-1, som er dreftet ovenfor, x = ii. Kandidater til globale

ekstremalpunkter er( NeL 1) og (\/_, 1). Viharat f (_\/__’ 1 +1 = 0,615 o0g

)3\/_



f(F1)=75+1~1385

Linjestykket AD: Her er x =-2, som gir f(-2,y) =8 —y2—=2=y2+6 = g(v)

g'(y) = 2y. Leser g’'(y) =0 < y =0. Dvs. kandidat til globalt ekstremalpunkt er
(-2,0). Viharat f(-2,0) = 6.

Hjernene er ogsa kandidater til globale ekstremalpunkter:

A f(-2,-1) =7

B:f(2,-1) =-5
C:f(2,1) =-5
D:f(-2,1)=7
1 1 1 1 1 1
x,7) (—\/—E,—l) (-\/—5,0) (—\/—5,1) (\/—g,—l) (\/—5,0) (\/—5,1) 20| 20 leD|@-1|C2-D]c21)
f(x,y)| 0615 | -0,385 | 0,615 1,385 | 0,385 | 1,385 6 -6 | -5 | -5 7 7
Globalt Globalt | Globalt
min.pkt maks. maks.
pkt pkt

Tabellen viser at f (x, y) har disse globale ekstremalpunktene pa det rektangulere
omradet:
- globale maksimumspunkter i (- 2,-1) og (- 2, 1), med maksimalverdi lik 7

- globalt minimumspunkt i (2, 0), med minimumsverdi lik -6

Tegn grafen til /1 et dynamisk matematikkprogram (GeoGebra eller annen programvare),
og plott ekstremalpunktene du har funnet (bade lokale og globale). Kopier datagrafikk fra
ulike perspektiv, slik at du far vist flaten og ekstremalpunktene tydelig.

Losning:

Grafen til f og ekstremalpunkter er plottet, og datagrafikk (fra GeoGebra) er vist fra ulike
perspektiv 1 Figurene 2, 3, 4, 5. Globale ekstremalpunkter er oransje, og lokale ekstremal-

punkter er svarte.
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Globalt maks.pkt.

Globalt maks.pkt.

Globalt min.pkt.

Globalt maks.pkt.

Globalt maks.pkt.

Globalt min.pkt.

Figur 3



10 &

Globalt maks.pkt.  Global
5 L

Figur 5

g) Finn den lineare approksimasjonen L(x, y) til /i punktet (— %, O). Tegn grafene til fog L 1
samme koordinatsystem ved hjelp av et matematikkprogram, og kopier datagrafikk som
illustrerer at L er et plan som tangerer /1 punktet (— %, 0).

Losning:

Den lineare approksimasjonen L(x, y) til /i punktet (—%, 0) er gitt ved:

10



Ley) = £ (-3,0) +3L(-3.0) (x +3

Grafen og tangentplanet er vist 1 Figur 6 og 7.
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Figur 7
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Oppgave 3 (30 %)

Alle utregninger skal tas med 1 besvarelsen.

Et basseng inneholder 3 000 liter saltvann med en konsentrasjon pd 35 gram salt per liter vann.
Sa fylles det pé bassenget en saltvannslesning med en konsentrasjon pd 12 gram salt per liter
vann, samtidig som det tappes vaeske ut av bassenget. Innstremningsrate og utstremningsrate

er begge konstant lik 10 liter per minutt. Anta at innholdet i tanken er godt blandet hele tiden.

a) La S(t) betegne saltmengden i kg i bassenget ved tiden ¢, og forklar hvorfor
differensiallikningen med initialbetingelsen gitt nedenfor vil vaere en modell for situasjonen

beskrevet ovenfor.

B 012 --, 5(0) = 105.
dt 300°

Losning:

La S(t) betegne saltmengden i kg i bassenget ved tiden ¢ i minutter.

.. ds . . .
Da vil ™ betegne momentan endringsrate for saltmengden i tanken 1 tidspunktet ¢, med

benevning kg/min. Vi har at

s ..k . L . k L
— = (konsentraSJon inn —‘g) . (Vaeskestmm nn —) - (konsentraSJon ut —‘g). (V&Skestrfam ut —)
dt L min L min

. . ds .
Litt forenklet kan vi si at: s [rate for masse inn] — [rate for masse ut].

Rate for masse inn er gitt ved: 0,012 kg/L-10 L/min = 0,12 kg/min.

Rate for masse ut er gitt ved: % kg/L-10 L/min = tg kg/min (som vi forenkler til

% kg/min).

Ved tidspunktet t = 0 er saltmengden i bassenget gitt ved:
3000L-35g/L=105000g=105 kg.

Dette gir folgende modell for situasjonen beskrevet ovenfor:

dS

= 0,12 ——, S(0) = 105, som var det vi skulle vise.
dt 300’

12



b) Finn et eksplisitt uttrykk for S(t), og begrunn matematisk hvorfor den teknikken du bruker

virker (dvs. forklar underveis hva som motiverer de stegene du tar for & lgse problemet).

Beregn hva saltkonsentrasjonen 1 bassenget vil vere etter 2 timer.
Losning:

Vi leser differensiallikningen fra a):

ds s dS _ 36-S ds dt . Cy . .
—=012-— & — =— & —— = —. Vi foretar antiderivasjon pa begge sider
dt 300 dt 300 36—S ~ 300

av likhetstegnet: ) ﬁ ds=| ﬁdt. Dette  gir  folgende  likning:

-In|36 =S| = ==+ C & In[36 — S| = ———+C; (*) (der C; =-C).

For & kunne lose opp absoluttverditegnet, trenger vi & gjore en drefting av fortegnet til
uttrykket 36 — S:

Den hoyeste verdien av S er lik 105 (kg salt) som inntreffer ndr t = 0. Den laveste verdien
av S, kall den Smin, er lik den mengden salt som tilsvarer at alt saltvannet som var 1 bassenget
1 utgangspunktet er byttet ut med vaesken som tappes inn i1 bassenget (altsa at
saltkonsentrasjonen i bassenget er lik saltkonsentrasjonen i vaesken som tappes inn). Vi har
derfor at Smin = 12 g/L-3 000 L = 36 000 g = 36 kg. Av dette folger at (36 —S) < 0 som
igjen medforer at |36 — S| = S — 36. Visetterinn S — 36 for [36 — S| i likning (¥) og loser
likningen:

t -t t
In(S —36) = -z55+ €1 < In(S —36) = ﬁ+61(:>5—36=e'm+c1

t
& S(t) = 36 + C,e 300 (der C, = e“1). Vi loser for initialbetingelsen og finner C,:
5(0) =10 & 105 =36+ C, < C, = 69 og vi far lgsningen:

t

S(t) = 36 + 69¢ 300,

Etter 2 timer er saltmengden i bassenget gitt ved: S(120) ~ 82,25. Dette svarer til en

222~ 0,0274 kg/L =274 g/L.

saltkonsentrasjon pa

Tenk deg en situasjon som er lik den som er gitt i begynnelsen av oppgaven. Na skal du
imidlertid endre inn- og utstremningsraten (som fremdeles skal vere like) slik at
saltkonsentrasjonen 1 bassenget vil veere 25 gram salt per liter vann etter 2 timer. Hva ma

inn- og utstremningsraten vere for at dette skal inntreffe?
Losning:

La S, (t) betegne saltmengden i kg i bassenget ved tiden ¢ i minutter i den nye situasjonen.
Vi tar utgangspunkt 1 uttrykket for endringsraten for saltmengden i bassenget

13



ds, .. kg L . kg L
— = (konsentraSJon inn —) . (Vaeskestmm inn —) - (konsentraSJon ut —) (vaeskestmm ut —)
dt L min L min

og lar a L/min betegne vaskestrom inn og vaeskestrom ut. Da har vi folgende:

Rate for masse inn er gitt ved: 0,012 kg/L-a L/min = 0,012-a kg/min.

Sz(t) a

Rate for masse ut er gitt ved: ;20—(0?) kg/L-a L/min = 200 kg/mm (som vi forenkler til

_3000

En saltkonsentrasjon pa 25 g/L svarer til at det er 25 g/L-3 000 L = 75 kg salt 1 bassenget.
Da fér vi felgende differensiallikning med betingelser:

2% — 0,0120 - 2%

—2=0, 222 5,(0) = 105 og 5,(120) = 75..

Vi leser denne tilsvarende som i b).

ds 2 a as 36a-S,-a das 36-S,)a ds. adt .
2—0012a— o Bz _36aSza 45 _ (B6-S)a e . Vi foretar
dt 3000 dt 3000 dt 3000 36—S, 3000

antiderivasjon pa begge sider av likhetstegnet: f

~In|36 — 5, [ = 3000 |=- 3000

tegnet med samme resonnement som ovenfor, og far felgende likning:

36-S5; 3000°

——t + C;. Vi leser opp absoluttverdi-

In(S, —36) =-——— o S, —36=e 7000 & S, (t) = 36 + C,e” 700"

(der C, =e‘1). Vi finner verdiene av C, og a ved hjelp av de gitte betingelsene:

Initialbetingelse: S, (0) = 105 < 105 =36+ C, < C, = 69 . Det vil si at
S,(t) = 36 + 69e 3000".
Sluttbetingelse: S,(120) = 75 & 75 = 36 + 69¢7004a <:> e 0044 Vi tar

logaritmen av uttrykket pa begge sider av likhetstegnet, og far In (g) =-0,04aq,

som medforer at a = 25In (g) ~ 14,3 L/min.

Det vil si at vaeskestrommen ut og inn av bassenget ma vere ca. 14,3 L/min hvis
saltkonsentrasjonen 1 bassenget skal vaere 25 g/L etter 2 timer.

14



Det nedenfor er det ikke krav om & besvare i oppgaven

Vi setter inn a = 14,3 og far S,(t) = 36 + 69e~ %0048t Grafene til SogS,er vist
nedenfor.
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