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Oppgave 1

a)

b)

Finn lgsningen til differensiallikninga

fl@; = 0,05(500 — y(t)) (1)

nar y(0) = 150. Vis alle utregningene som fgrer fram til lgsningen.

Losning: % = 0,05(500 — y(t)) kan skrives om til 50%?134 = 0, 05dt som ved
integrasjon, og ved a bruke at 500—y > 0, gir In(500—y) = —0, 05¢+C}. Dette
kan omskrives til y(t) = 500 — Ce™ %% Ved & bruke y(0) = 150 bestemmes

C = 350. Den fullstendige lgsningen blir da y(t) = 500 — 350e~ %0,

Finn eventuelle likevektslgsninger for (1), og avgjer om de er stabile eller
ustabile. Finn sa den lgsningen av (1) som svarer til y(0) = 700. Skisser alle
lgsningene du har funnet (bade i a) og b)) i et koordinatsystem, og forklar
hva som skjer med de enkelte lgsningene i det lange lgp (dvs. nar ¢ gar mot
uendelig).

Losning: Likevektslgsninger finnes der % = 0, altsa for y = 500. Dette er
en stabil likevektslgsning fordi ut fra likninga (1) ser en at nar y < 500 er
‘;—ZZ > 0 og nar nar y > 500 er %’ < 0. Altsa y(t) er voksende opp mot 500

nar y < 500 og avtakende ned mot 500 nar y > 500.

Startverdien y(0) = 700 gir, innsatt i y(¢) = 500 — Ce %% C = —200.
S4 lgsningen av (1) som svarer til y(0) = 700 blir y(¢) = 500 + 200e 0%,
Lgsningen som svarer til y(0) = 150 er tegnet som en bla kurve i figur 1,
og lpsningen som svarer til y(0) = 700 er tegnet som en rgd kurve. I det
lange lgp vil begge lgsningene neerme seg likevektslgsningen, y = 500 (grgnn
kurve).

Beskriv en situasjon som du mener kan modelleres ved hjelp av differensial-
likninga (1) og startverdien y(0) = 150. Forklar hva de enkelte elementene i
den matematiske modellen (altsa differensiallikninga og startverdien) betyr
i den situasjonen du beskriver.

Losning: En mulig situasjon som kan modelleres ved (1) kan veere en modell
for begrenset vekst. La y(t) betegne antall individer i en populasjon ved tiden
t. Ved tiden ¢ = 0 er det 150 individer. Dette svarer til y(0) = 150. % betegner
endringsraten for antall individer, og (1) uttrykker at denne endringsraten er
proporsjonal (med proporsjonalitetskonstant 0,05) med differansen mellom
500 og antall individer til enhver tid, altsa 500 —y(¢). Tallet 500 representerer
en gvre baereevne for populasjonen. Endringsraten blir liten nar man naermer
seg denne gvre baereevnen.
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Oppgave 2

Et isfjell flyter i vann. Overflata av isfjellet har tilneermet form som flata 2z =
f(z,y), der f(z,y) er gitt nedenfor.

f(z,y) = 4oy — 2* — y* + 25.

Verdien til z angir hgyden over havflata til punktet pa isfjellet med koordinater
(2,9).

a) Finn de kritiske punktene til f, og avgjor hva slags type de er. Hvor hgyt
over havflata ligger de hgyeste punktene pa isfjellet?
Losning: Partiell derivasjon gir df/0x = 4y — 2z og Of /0y = 4z — 43°.
Kritiske punkter finnes ved a sette begge de partielle deriverte lik 0. Da far
vi 0f /0x = 0 for x = 2y og Of /Oy = 0 for x = 3. Samlet gir dette at vi m4
ha 2y = 93, dvs. y = 0 eller y* = 2. Dette gir de tre kritiske punktene (0,0),
(2\/57\/§> og (__QV/_7__VAZ)
For a finne hva slags kritiske punkter det er snakk om kan man bruke and-
rederiverttesten. Utregning av andre ordens partielle deriverte gir

0 f

oz 7
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Az,y) = 02 02 oy 24y° — 4.

For punktet (0,0) far vi A(0,0) = —4 < 0 som viser at (0,0) er et salpunkt.
For punktet (2v/2,/2) far vi A(2v/2,v/2) = 44 > 0 og 0*f/0x0y = 4 > 0
som viser at (2v/2,1/2) er et lokalt maksimumspunkt. Tilsvarende far vi ogsa
at (—2v/2, —v/2) er et lokalt maksimumspunkt. Funksjonsverdiene i de kritis-
ke punktene er henholdsvis f(0,0) = 25 og f(2v/2,v2) = f(—2V?2, —/2) =
29. De hgyeste punktene ligger altsa 29 meter over havflata.

Figur 2 viser en del av isfjellet og en del av havflata rundt.

Figur 2

b) En pingvin star pa isfjellet, i punktet der (z,y) = (=3, 1). Hvor hgyt over
havnivaet star pingvinen? Bestem en vektor « slik at den retningsderiverte
til f i punktet (z,y) = (—3,1) og i retningen gitt ved « er null.
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d)

Losning: f(—3,1) = 3, sa pingvinen star 3 meter over havnivaet. Gradienten

er gitt ved
_|O0f/0x| |4y —2x
Vi) = [af/ay] = [43; —4y3] '
Innsatt (z,y) = (—3,1) far vi Vf(-3,1) = [—1?6] :

Den retningsderiverte er gitt ved Dzf(—3,1) = Vf(—3,1) - 4 = 10u; — 16us
der 4 =< uy,us > er en enhetsvektor. Vi far dermed at Dz f(—3,1) = 0 nar
10u; — 16ug = 0, altsé ndr uy = 2u;. Dette gir @ = J% < 8,5>.

Pingvinen skal skli ned i vannet fra punktet der han star. Han gnsker a skli
i den retningen der isfjellet er brattest akkurat i det punktet der han star,
altsa i (x,y) = (—3,1). Hvilken retning skal han velge?

Losning: Gradienten til f(x,y) i et punkt (x,y) har den egenskapen at den
peker i den retningen der f(x,y) vokser raskest, dvs. der flata har sterst
stigning. Pingvinen skal ned i vannet, sa han vil dermed velge den retningen
der f(z,y) avtar raskest, dvs. i motsatt retning av gradienten. Pingvinen
vender seg altsa i retningen < —10,16 > nar han skal skli ned.

Pa vedlegget ser du nivakurver (konturkurver) for f(x,y) = ¢ for ulike ver-
dier av c. Pa vedlegget, som skal leveres inn som del av besvarelsen, skal du
markere tydelig folgende objekter:

Hvor vannkanten gar

De kritiske punktene

Det punktet pingvinen star i

Retningen til vektoren @ (som du har funnet i b)) fra det punktet ping-
vinen star

e Retningen pingvinen velger a skli

Losning:

Hvor vannkanten gar: Vannkanten er den rgde kurven i figur 3 (¢ = 0).

De kritiske punktene: Disse er markert som rgde prikker i figur 3.

Det punktet pingvinen star i: Dette er det punktet som de to svarte
vektorene gar ut fra.

Retningen til vektoren @ (som du har funnet i b)) fra det punktet ping-
vinen star: Vektoren « er den som gar pa skra opp til hgyre i figur
3.
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e Retningen pingvinen velger & skli: Denne retningen er gitt ved vektoren
som gar pa skra opp til venstre.

Figur 3

Merk: Vektoren w, som gir retningsderivert lik 0, er tangent til nivakurven i
punktet (-3,1). Gradientvektoren star vinkelrett pa nivakurven. Dvs. at disse
to vektorene star vinkelrett pa hverandre. Det ser ikke slik ut pa figuren,
og det skyldes at det ikke er samme skala pa de to aksene. Figur 4 viser
situasjonen nar det er valgt samme skala pa aksene.
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Oppgave 3

a)

b)

Finn den generelle lgsningen til systemet av differensiallikninger som er satt
opp nedenfor.

dx

7%1::—3xﬂ0—+3xxﬂ
dx
Agf—::6x1@)ﬁ—4x2@)

Losning: Vi ma ferst finne egenverdiene og egenvektorene til matrisen
-3 3
A= [ - 4] |

_|3-A 3 ’:)\2—)\—30:()\—6)()\+5):Ofor

det(A — AI) sl

)\1:60g)\2:—5.
1. Egenvektorene som tilhgrer A\; = 6 finnes ved a lgse
—91}1 ‘|‘3.I'2 =0
65(71 —25172 =0

. . 1
som gir o = 3x,. Dvs. egenvektorene er gitt ved ¢ [3] ,t#0.

2. Egenvektorene som tilhgrer Ay = —5 finnes ved a lgse

21‘1 +3ZL’2 =0
6£L‘1 +9ZL’2 =0

som gir xo = —%xl. Dvs. egenvektorene er gitt ved ¢ [_32], t #0.

: : NEAGIN 6 |1 e | 9
Dette gir den generelle lgsningen: le ( t)] = (e 3 + Che ol

Finn den spesielle lgsningen av systemet i a) under startbetingelsene z;(0) =
—20 og x2(0) = 15. Skisser lgsningskurven i et koordinatsystem.

Losning: x1(0) = Cy + 3Cy = —20 og 22(0) = 3C; — 2Cy = 15 gir verdiene

t 1 3
Cy = og Cy = =2 Dvs. E;Etﬂ = et [3] — D5t l_Q] .

Figur 5 viser lgsningskurven (r¢d kurve) sammen med retningsfeltet til sys-
temet.
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Figur 5

c) La na startbetingelsene veere 1(0) = —20 og z2(0) = k, der k er et variabelt
tall. Bestem en verdi av k som gjor at lim;_,, z1(t) = 0 og lim;_, . z5(t) = 0.

Losning: For & oppna at lim;_,o, 1(t) = 0 og lim; o, 22(¢) = 0 kan vi bare
ha bidrag fra den komponenten av lgsningen som svarer til den negative
egenverdien. Dvs. at Cj ma veere lik 0. Med €} = 0 far vi fra likninga
Cy +3C, = =20 at Cy = —23—0. Likninga 3Cy} — 2C5 = k, med C; = 0 og
022—2—?? girdak:‘l—??.
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