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Losningsforslag — OQving 2

Kapittel 7.3: Rasjonale funksjoner og delbrgkoppspaltning

Bruk polynomdivisjon for & skrive

fz):

_3$3—|—5:E—2a:2—2
o 241

som en sum av et polynom og en rasjonal funksjon g der deg P < deg Q.

(deg P := graden til polynomet P)

Ldsning:
Polynomdivisjon:
3r —2
x2+1) 323 — 222 + 5x — 2
— 33 — 3z
— 222 + 25 — 2
222 +2
2z
Altsa er 5
x
=3z —2 :
/(@) . + 2 +1
Finn delbrgkoppspaltningen til
4z% — 142 — 6

fx) =

Lgsning:

x(z—3)(z+1)
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Vi forsgker & finne konstanter A, B og C slik at f(z) =

8

B C .
T35 T ot

4z — 14z — 6 _ A, B _C
r(x—-3)(z+1) = -3 x+1
A(x = 3)(x+ 1)+ Bx(z + 1) + Cx(z — 3)

x(x—3)(zx+1)

<~

4o® — 14z — 6 = A(x — 3)(x + 1) + Ba(x + 1) + Cx(z — 3)
= (A+ B+ )2+ (B—-3C —24)x — 34
<~

A+B+C=4,B—-3C —-2A=—-140g —3A=—-6.Dvs. A=2, B=—10g C =3. Altsa

er
422 — 142 — 6 2 1 3

f(x)::c(a:—S)(erl) R AT

7.3:11| (valgfritt) Finn delbrgkoppspaltningen til

4r + 1

fla) = 2 -3z - 10"

Lgsning:
Vi faktoriserer nevneren: 22 — 3z — 10 = (z — 5)(z + 2) og forsgker & finne konstanter A

og B slik at f(x) = % + l,'%:

4+ 1 B A B
x2—3x—10*x—5+x+2
Az +2)+ B(xz —5)
N (x —=5)(x+2)

—

dr+1=A(x +2)+ B(x - 5)
=(A+B)xr+2A-5B
<~

A+ B =40g2A —5B = 1. Dette er et linezrt ligningssett med to ukjente. Lgsningen er
A =3 og B = 1. Dette gir
dr +1 3 1

2?3210 2-5 212

fz) =

7.3:18 | Evaluér integralet I := [ f(z)dx der

472 —x — 1

o) = e —3)

ved hjelp av delbrgkoppspaltning.
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Ldsning:
Integranden er en rasjonal funksjon der graden til telleren, 2, er mindre enn graden til
nevneren, 3. Nevneren er ogsa maksimalt faktorisert, sa vi forsgker & finne tre konstanter

A, B og C slik at

o) = A n B n C
1 T @y 23
402 —x —1 A B C

= - -

(x+1)2(x-3) z+1 (z+1)2 2z-3
A+ 1)(z —3)+ Bz —3) + C(z + 1)
- o+ 12z —3)

<~
4o? —x —1=A(x +1)(x —3) + B(x — 3) + C(z + 1)?
=(A+C)2* + (—2A+ B +2C)x + (-3A - 3B+ C)
—
A+C=4
—2A+B+2C=-1
—-3A-3B+C=-1.

Dette er et linesert ligningssystem med tre ukjente som kan lgses pa vanlig mate. Vi derfor,
ved & lgse ligningssystem far:

Dette gir

og dermed er:

-/ (xfﬁ?fx_—l?’) o
:/<x—2i—1 N (xi1)2 +x33> de

1
=2lnlzr+ 1|+ —— —2In|z - 3|+ C.
r+1

7.3:20 | Evaluér integralet I := [ f(z)dx der

- 3 —3x2+2x—6
fl@) = (2 + 2)(z2 + 1)

ved hjelp av delbrgkoppspaltning.

Lgsning:
Integranden er en rasjonal funksjon der graden til telleren, 3, er mindre enn graden til
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nevneren, 4. Nevneren er ogsa maksimalt faktorisert, sa vi forsgker a finne fire konstanter

A, B,C og D slik at
_Ar+B  Cz+D

f(x)_x2+2 2 +1°

x3—3x2+w—67Ax+B+Cx+D
(22 +2)(x24+1) 2242 2?2 +1
(Az + B)(z* 4+ 1) + (Cz + D)(2* + 2)

(22 4+ 2)(22 + 1)

=
23— 322 + 2 — 6 = (Az + B)(2* + 1) + (Cx + D)(2* + 2)
=(A+C)2® + (B + D)x* + (A+2C)x + B +2D

—
A+C=1
B+D=-3
A+2C0=1
B+ 2D = —6.

Dette er et linesert ligningssystem med fire ukjente som kan lgses pa vanlig méate. Vi
observerer at systemet faktisk bestar av to uavhengige ligningssystem, hver med bare to
ukjente, og er derfor lettere & lgse:

A=1, B=0, C=0, D=-3.

Dette gir
x 3
f(@) = 22+2 2241
Vi har at [ xQd_fl = arctanx + C’ og at
1 [d
/xdm: —u, SUB: u = 22 4+ 2, du = 2zdz
2+ 2 2 u
1
= §ln\u| +C’
1
= §ln(:c2+2)+C'.
Dermed er

3 .2 .
I:/:U 3z +x de
(22 +2)(22 +1)

_/ r 3 d
N 242 241 v

1
=3 ln(x2 +2) — 3arctanz + C.

7.3:26 | (valgfritt) Evaluér integralet

/ dx
242245

ved & fullfgre kvadratet 1 nevneren.
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Ldsning:
Polynomet i nevneren kan ikke faktoriseres i linesere faktorer fordi diskriminanten

W —4ac=2>-4-1-5=-16 < 0.
Fullfgrer kvadratet:

P2 4+2+5=(x+1)°>—1+5

=(z+1)>2+4.
Dette gir
/ dx _/ dx
w2 +2r+5 ) (x+1)24+4
1/ do 5 £ At 241
= | — ma fa nevneren pa formen u ,
(z+1)?
4 mT—i_l
1 dz r+1
_4/I+12, SUB: u = 5 , dz = 2du,
(437)" +1
B 2/ du
4 w41

1
= 3 arctanu + C

1 1
= 3 arctan <$+> + C.

7.3:35 | Evaluér integralet

22+ 4
/$2_4dx.

Lgsning:
Integranden er en rasjonal funksjon der graden til bade telleren og nevnerer er 2. Derfor
polynomdivisjon gir:

1
x? — 4) 22+ 4
—224+4
8
Altsé er
x2+4_1+ 8
x2—4 x2—4
Derfor
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Andre del av integralet over kan lgses ved delbrgkoppspaltning. Det vil si, anta:
1 1 A B

2—4  (x+42)(z—2) x—|—2+(aj—2)
Az —2)+ Bz +2)
(2 +2)(z—-2)
(A+ B)z + (2B — 24)
(x4 2)(x —2)

—

A+ B =00g 2B —2A = 1. Dette er et linezrt ligningssett med to ukjente. Lgsningen er
A= —i og B = %. Dette gir

8 _8—11+11 9 —1+1
x2—4 4 242 4x-2) " \zx+2 -2

Dermed er:
8 -1 1
/$2—4d$2/<x+2+x—2> de
=2(—Injz+2|+In|z—2])+C’
=2ln $_2‘+C’
T+ 2
Altsa:

T — 2

x2+4
dz = 21
/x2—4 =Tt )

REC

7.3:44 | Evaluér integralet

1
/ xtan~ !z dz.
0

Lgsning:
Vi ser at dette integralet can lgses ved bruk av delvis integrasjon, der vi antar:

—1 / 1

u=tan r — u =
1+ a2
0g
V=2 = v= v
B 2
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Derfor:
/Ola;tan_la:dmz [ftan_lar]é—/olix?::_ldx
:;tan_l(l)—()—;/ol xl—;i;ld
1 1,29 1
_2_2[/0 ;11@"_/0 x2+1dx]
1 1
:g—;[/o 1d:13—/0 Hlﬁdx]
= &~ 5@k - Gan )]
:g—%[(l—O)—(tan 11— tan"10)]
1 1 1
=5 sl-U=5"3*5"1 3
Derfor:

7.3:47 | Evaluér integralet

Ldsning:
Vi bruker delbrgskoppspaltning for a lgse integralet. Anta at:

4 A4 B C
I (1+2? 1-2 14z (Q+a?
A(l+2)+ Bl -2)(14+2)+C(1 —2)
(1-2)(1+2)?
_(A-B)2?+(2A-C)z+(A+B+C)
(1—2)(1+x)?

<~
4=(A-B)2?+(2A-C)z+ (A+B+C)

Altsa
A+B+C=4
A—B=0
2A—-C =0.
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Dette er et linesert ligningssett med tre ukjente. Lgsningen er A = 1, B =1 og C = 2.
Dermed er:

4 1 1 1
dr = d —d 2 [ —=d
/<1_x>(1+$)2 x /l—x $+/1+x T + /(1—1—35)2 T

2

+C

|
= - +In
14z

1+zx
1—z

7.3:53]| (a.) For a fulfgre eksempel 8, vis at

41—zt 4
u:x6—4x5+5x4—4x2+4— .
14 22 1+ 22

Lgsning:
Ved & apne x4(1 — z)? i telleren vi far:
21— 2)t = 2 (2® + 1 — 22)?
= ot (2? + 627 — 42 — 4z + 1)

= 2% — 42" + 620 — 425 + 24

Ved vruk av polynomdivisjon:

a8 —4x® 4+ 52t — 422 + 4
2?2 4+1) 2®—42" +62% — 425 +2*

8 G
— 42" 4 528 — 42
427 + 4z°
50 + 2t
— 50 — 5zt
— 4t
4t + 422
4o
— 422 —4
—4
Altsé er . .
1-— ' 4
7@‘( ?) =% —42® 4 52t — 42?44 —
1+ 22 1+ 22

(b.) Vis at

1,4 1— 4 1,4 1— 4 1
/ ri—ey (1—2) dr < / Ty (1—2) dr < / x4(1 —z)tda.
0 2 0 1 +.’IT2 0
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og konkluder at:

Bruk resultatet for & vise at
3.140 < 7w < 3.142.

Lgsning:
Nar . .
0<z<1 = 1<1+42’2<2 = =< <1
2 7 1422
Altsa: i o i i
(1l — =z (1l — =z 4 4
< 1-—
5 S Ty sT-2)
ogsa,
1,4 4 1,4 4 1
1 -
/ 2 =o) d:):</ 2 (d-z) ;U) dx</ (1 — z)* da.
0 2 o I+ 0
hvor x41(i;§)4 er kotinuerlig funksjon som kan avledes mellom 0 og 1. Fra eksempel 8 i boka
har vi:

/1:1:4(1—93)4 22
T TE) L L
0 1+l‘2 7

og ved bruk av (a.):
1 1
/ (1 —z)tdx = / (28 — 42" + 62° — 42° + 2) dz
0 0

1
B |::L'9 28 6z 428 2P

~ 630

Ved bruk ac forste delen av oppgave, far vi:

/ m(Qx)dxﬁ/ Mdm</x4(1—m)4dx:>< T <
0 0 0

1+ 22 = 1260 — 7  — 630
ogsa.:
1 2 1 .1 2 1 22
1260 = 7 " = 630 1260 7 = =630 7
2 1 2 1
S
7630 =" =7 1260

= 3.140 < 7 < 3.142.

Kapittel 8.1: Differensialligninger

Lgs initialverdiproblemet (IVP)

d
?‘: =V3t+1, s(0)=1.
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Ldsning:

d
= By

dt
=

ds = (V3t+1)dt

=
/ds:/\/3t+1dt

=
2 3

INIT: 1 = s(0) = 2+ C. Dvs. C = £ og lgsningen er

3
2

NeJEEN|

2

for t > %1 fordi % vil ikke vaere reell hvis ¢ < %1

8.1:10| Mengden fosfor i en innsjg ved tiden ¢ er gitt ved en funksjon P(t) som tilfreds-

stiller differensialligningen

apr
—=3t+1, P(0)=0.

dit

Finn mengden fosfor i innsjgen ved tiden ¢ = 10.

Lasning:
3 9
P= [(Bt+dt=Ct*+1+C.

INIT: 0 =P(0) =040+ C. S& C = 0 og funksjonen P er gitt ved

3
P(t) = 5752 +t.

Mengden fosfor i innsjgen ved tiden ¢t = 10 er da

3
P(10) = 5102 + 10 = 160.

8.1:18 | Befolkningen er tegnet mot tid pa en semilog graph slik at det ser ut som et rett
linje med skraningen -0.43 og mgter vertikal akse pa 1. Finn differensialligning som

viser befolkningsvekstrate pa tidspunkt t mot befolkning stgrrelse pa t.

Side 10 av 18
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Ldsning:

Anta at befolkningsstgrrelse er p og tid som ¢t. Dermed plott vil representere en rett linje:
In|p| = —043t +1

og differensialigningen vil veere:

1
Injp| =—-043t +1 = Edp = —0.43d¢t

dp
— = —0.43p.

8.1.21| Anta at en populasjon, hvis sterrelse ved tid ¢, som vi betegner med N(t), opp-

fyller ligningen
dN 1 ., B
@ "0y NO=10 @

a) Les (1).

Lesning: Separasjon av variabler gir

dN 1 1 t
i e

N2 N 100
altsd
1 —t
N 100 €
1
C— 10
Siden )
NO)= - =1
(0) C 0

far vi C = 1/10, og lesningen av initialverdiproblemet blir

1 1 100
N(t) = 5 = 10—t
w0 10 107
O
b) Tegn grafen til N(t) for 0 < t < 10. Hva skjer ndr  — 10? Forklar med ord
hva dette betyr.
Lesning: Grafen er tegnet pa figur 1. Vi ser tydelig at
lim N(f) = o0
t—10—

bade fra grafen og uttrykket for N(t) over, som betyr at populasjonen eksploderer.

8.1:23| Anta at L(t) er lengde til en fisk pa tidspunkt ¢ og den vokser ift. von Bertalanffy
ligning:
dL

— = k(Loc = L(t)) med L(0) = 1.
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100 1

90 1

80 1

707

60 1

50 1

40 1

30 1

20 1

10

Figur 1: Lesningen av initialverdiproblemet (1)

hvor k og L er positive konstanter. Det viste en studie at asymptotisk lengde av
fisken er 123 og den tar 27 maneder for & na halv av dens asymtptotisk lengde.

(a.) Finn konstanter k og L.

(b.) Finn lengde av fisken etter 10 maneder.

(c.) Nar vil fisken na 90% av dens asymptotisk lengde?

Ldgsning:

(a.) Vi ser at differensialligningen er seperabel, sa:
drL dL
2 k(Lae — L(t)) = ————— = kdt
dt ( ®)) (Loo — L(2))

ved bruk av integrasjon
—In|Loo — L(t)| =kt +C" = In|Lo — L(t)| = —kt — C’
— |Loo — L(t)| = e "¢ = ee—kt — Lo — L(t) = Ce™™

ved bruk av initial verdi, har vi:
Lo —L(0)=Ce™ — L[ —-1=0C(1) = C=1Ly—1

Dette gir:
Loo — L(t) = (Loo — 1)e ™™ — L(t) = Lo — (Lo — 1)e ¥

L(t) = Lo (1 - (1- Lle—’ft))

o
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Ift. von Bertalanffy ligning:

Hm L(t) = Log = Lo = 123

t—o00

For & finne k vet vi at fisken tar 27 méaneder for & n& halv av dens asymtptotisk lengde.

Derfor:
123 1
L(27) = == 123|11— (1 - — e 2%| =61.
(27) > = 3[ ( 123>e ] 61.5
1-123\ 5 615
— ( 123 >6 ~ 123
122, 615
— T123° 0 T 1230
— ¢ 7* = 0.5040 = Ine 2™ = In(0.5040)
— —27k = —0.6851 = k =~ 0.0254.
(b.)

L(10) = 123 [1 - (1 -

— 123 [1 12
N 123

=123 — 94.

1
12 1—(1—- — —0.0254¢t
s [ < 123) ‘

1
L\ (0.0254)(10)
123) N }

2e—<0-254>] =123 — 122¢(0-259)

6343 = 28.37 inches.

~90-123
100

9

1— g67(0.0254t)
10

123

12.
o (0.02540) 3

122
12.3
In| =2
' 122
12.3

122
-1

—

0.0254t) _

— Ine(

— —(0.0254t) = ln‘

12.3

0254t =1In |——

= 0.025 n 129
122
12.3

! In
0.0254

~ 90.33 maneder.
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8.1.29 | Bruk delbrekoppspalting til & lese

dy _

q = wB-y)
der y(1) = 5.

Losning: Separasjon av variabler gir

%/y(;zy) :/dx

og vi leser integralet til venstre ved delbrekoppspalting:

1 A B

yB3-y) y 3-y

og det folger at
1=AB—-y)+By=3A+(B—A)y.

Altsder 3A =10g B = A,som gir A = B = 1/3. Det gir

1/ dy _1 1/d_y+1 dy \ _Infy|-In3—y[ 1 | y

2/ yB3-y) 2\3)J y 3J)3-y) 6 6 |3-y

(Det negative fortegnet foran In |3 — y| kommer fra substitusjonen u = 3 — y som gir
du = —dy). Det gir

In L’:6x+c
3-y
Y | _ c.6x
'3—y’ °f
L: C 6x __ 1.,6x
35—y (Le™)e ke™, k#0
y = ke®* (3 — y) = 3ke® — yke®

y(1 + ke®*) = 3ke®

o 3keS* 3
YT T ke ~ kle b1

For & bestemme verdien av konstanten k, er det enklest & gjore bruk av ligningen

y 6x
7 _k
3—y ¢
fra over. Dersom vi setter inn y(1) = 5 far vi
5 _ -5 61
3.5 2 X
som gir
_ -
2¢5
altsa er :
k71 — _ 5 66
og funksjonen kan skrives
3 3

y(x) = 1—Zebebx 1 — 2 6(-1)

22. januar 2017 Side 14 av 18



Losningsforslag — (ving 2

8.1:34 | Lgs differensialligning

dy

— =3 -y)(2
= B u2+y)
Lgsning:
Ved bruk av separasjon av variabeler:
dy dy
dr = CTVETY = G ey
Na& bruker vi delbrgkoppspaltning pa venstre side:
Anta at L A + B
nta at: =
B-y)2+y) 3-y 24y
_AQ2+y)+BB-y)
B-v(2+y)
<— 2A+4+3B=10og A—B=0.
1 1
Dette gir A = 5 ogsd B = 5
Derfor:
dy 1 1 1
—— —=dr = - |—+ —|dy=dx
B-y)(2+y) 5[3—y 2+y

Ved integrasjon:

1 1 1
Sla—+s—|dy= [ d
/5[3—y+2+y i /m

1
= 5(—ln\3—y\+ln]2+y!):x+0
2
= In £ty =bx+C
3—y

2+
Y :65:c+C: 590_60:0/651‘

- 3_ v e
= 24y =(3—y)C'e’ =30 — yC'e™
— Y+ yC'eP” =30 -2 = y(1+ ') = 30" — 2
= 3075 — 2
14 C'ed

8.1:43 | (a.) Los differensialligning

dp 1
FIen §SP(1 - P)
nar
p(0) = po.

(b.) Anta at pp = 0.1 og s = 0.01; hvor lang vil det ta inntil p(t) = 0.5?
(c.) Finn limy_,o p(t). Forklar med ord hva dette betyr.
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Ldsning:
(a.)Ved bruk av separasjon av variabeler:
dp 1

— =csp(l—-p) =

dp 1
T = —sdt

p(l—p) 2
Na& bruker vi delbrgkoppspaltning pa venstre side:
B

1 A
Anta at: — = — +
p(l—p) p 1-p
_ A(l—p)+ B(p)
p(1 —p)
< A=1ogB—-A=0.
Dette gir A =1 ogsa B = 1.

Derfor:

d 1
P = —sdt =

p(l—p) 2 1—p 2

1 1 1
-+ ——|dp=sdt
p

Ved integrasjon:

1 1 1
- dp = = dt
/[p+1p]p 2/8

1
(In|p| =In|1 —p|) = =st+ C

—
2
P 1
= In =—st+C
1- p‘ 2 +
— < P _ 3st+C _ hst . O _ (bt
—-D
— p= (1 . p)C/e%st — Cleést _ pcle%st
— p+pcle%st — C/e%st — p<1 4 C/e%st) — C,€%St
C/€§St
e p —
1 4 0/628t
C/€§St
e p e
C’e25t<l + =L t)
Cle2®
e — 1
p= 1+ 11
0/675t
Det er gitt at:
p(0) = po
Derfor:
C«/e%s(O) C’
Po = 1 =
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Ved bruk av verdien p, dette gir:

1 . 1
p= 1 1—po =5t
1+C/e%5t 1—}—71)008 2
(b.)
1 1
0.5= 1—0.1 —0.0it = 05 =——m
1+ 1€ 2 1+ 9e
—0.01t —0.01t
= 05(14+9% 2 )=1 = 45e 2 =05
N —o.01¢ 1 . —0.01¢ 1 ‘1‘
(& = = = 1n|—
9 2 9
1
— t=-200"1In ‘g‘ = 439.44
(c.) 1 1
lim p(t) = lim — = =1,
t—o00 t—=00 1 4 1;13067 140
0

som betyr at bare befolkningen av typen A;A; eventuelt vil overleve.

Hvis verdien av oxygen forbruk til ni arter av afrikanske pattedyr er tegnet mot
deres BMI pa en log-log plot, ligger alle punktene pa en rett linje med skraningen
lik nesten 0.8. Finn differensialligning som setter sammenhengen mellom verdien av
oxygen forbruk og BMI.

Lgsning:
Relasjon mellom oxygen forbruk (c) og BMI (m) pa en log-log plot vil se ut som en rett
linje, dvs:

In|c| ~ 0.81n |m|

Ved differensiering pa begge sider:

E%().gdim _— E:]{;dim — E:k;£
c m c m dm m

8.1:56| (a.) Finn differensialligning for N(¢) = 1000e’ og F(t) = 3t, hvis N(t) og F(t) er
vekstrate for befolkning og mat henholdsvis pa tidspunkt .
(b.) Hvilke antagelser trenger du for & sammenligne om nar, hvis mulig, matforsyning
vil veere utilstrekkelig? Vil eksponentiell vekstrate ta over lineser vekstrate? Forklar.

Lgsning:
(a.) Forst tar vi:
N(t) = 1000¢"

22. januar 2017 Side 17 av 18



Lgsningsforslag — ving 2

Ved differensiering pa begge sider:

dN dN dN
N=1 t — =1 t — =N — = dt.
d 000e” dt = " 000e” = i (t) = ~ dt
Ogsa:
F(t) =3t
Ved differensiering pa begge sider:
dFf =3dt = dr =3.
dt

(b.) Ja, matforsyning vil veere utilstrekkelig. Vi bgr anta at endrinstakt for ¢. i.e. tid er
samme for bade N(t) og F(t). Det vil si N(t) > F(t) fra ¢t > 0.
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