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Flervalgsoppgaver

Oppgave 1:

Riktig svar: Grenseverdien er lik 4.

Begrunnelse: B̊ade teller og nevner best̊ar av kontinuerlige funksjoner som er deriverbare i
x = 2. Begge g̊ar ogs̊a mot 0 n̊ar x g̊ar mot 2, s̊a vi kan her bruke L’Hôpitals regel for å beregne
grensen. Vi f̊ar da

lim
x→2

x2 + 4x− 12

x2 − 2x
= lim

x→2

2x+ 4

2x− 2
=

8

2
= 4.

Oppgave 2:

Riktig svar: Verdimengden er lik [0,∞).

Begrunnelse: Funksjonen f(x) = |x| − x er lik funksjonen

f(x) =

{
−2x, x < 0

0, x ≥ 0.

For ethvert positivt tall a > 0, s̊a finnes det et negativt tall b slik at f(b) = a, nemlig b = −a
2
.

Ettersom null ogs̊a åpenbart ligger i verdimengden må den være Vf = [0,∞).

Oppgave 3:

Riktig svar: Funksjonen har et lokalt bunnpunkt i x = 0.

Begrunnelse: For å finne ekstremalpunkter m̊a vi finne ut n̊ar den deriverte er lik null. Vi har
f ′(x) = −4x3 + 4x = −4x(x2 − 1), s̊a vi f̊ar

0 = f ′(x) =⇒ x = 0, x = 1 eller x = −1.

For å finne ut hvilken type ekstremalpunkt disse er m̊a vi finne fortegnet til den andrederiverte
i ekstremalpunktene. Vi har f ′′(x) = −12x2 + 4, som gir

f ′′(0) = 4, f ′′(1) = −8 og f ′′(−1) = −8.

Dermed har funksjonen lokale toppunkter i x = 1 og x = −1, og et lokalt bunnpunkt i x = 0.

1



Oppgave 4:

Riktig svar: Arealet er lik 4.

Begrunnelse: For å finne arealet kan vi beregne integralet

∫ 2

−2
|x2 − 1| dx. Vi har

|x2 − 1| =


x2 − 1, x < −1

−(x2 − 1), −1 ≤ x ≤ 1

x2 + 1, x > 1,

som gir ∫ 2

−2
|x2 − 1| dx =

∫ −1
−2

x2 − 1 dx−
∫ 1

−1
x2 − 1 dx+

∫ 2

1

x2 − 1 dx

=

[
x3

3
− x
]−1
−2
−
[
x3

3
− x
]1
−1

+

[
x3

3
− x
]2
1

=
4

3
−
(
−4

3

)
+

4

3

= 4.

Oppgave 5:

Riktig svar: Inversfunksjonen er 3
√
x+ 7.

Begrunnelse: Vi kan finne inversfunksjonen ved å løse for x i uttrykket y = x3 − 7. Vi f̊ar
y + 7 = x3 som videre gir x = 3

√
y + 7. Speiler vi denne om diagonalen i xy-planet — alts̊a å

bytte x med y og vice versa — f̊ar vi inversfunksjonen g(x) = 3
√
x+ 7.

Oppgave 6:

Riktig svar: Funksjonen er surjektiv.

Begrunnelse: Ettersom vi har b̊ade f(1) = −2 og f(3) = −2 kan ikke funksjonen være injektiv.
Dette betyr automatisk ogs̊a at den ikke har en inversfunksjon. Vi har lim

x→1−
f(x) = −2 mens

lim
x→1+

f(x) = 2, s̊a funksjonen kan heller ikke være kontinuerlig. Vi kan beskrive verdimengden til

funksjonen ved å se p̊a verdimengden til de tre funksjonene som beskriver den. Vi har dermed

Vf = (−∞,−2] ∪ (−4, 2) ∪ [2,∞) = R,

som betyr at funksjonen en surjektiv.
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Skriftlige oppgaver

Oppgave 7a:

Funksjonen er kontinuerlig i alle punkt x > 1 og x < 1, s̊a den eneste mulige diskontinuiteten er
i punktet x = 1. For at funksjonen skal være kontinuerlig i x = 1 må vi ha

lim
x→1−

f(x) = f(1) = a = lim
x→1+

f(x).

Grensen fra høyre er

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

x3 + 4x+ 4 = 1 + 4 + 4 = 9,

mens grensen fra venstre er

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

13x− 4 = 13− 4 = 9.

Dermed er funksjonen kontinuerlig i x = 1 dersom vi lar a = 9.

Oppgave 7b:

Som det st̊ar oppgitt i oppgaveteksten er en funksjon deriverbar i et punkt dersom den de-
riverte eksisterer i det punktet. Den deriverte i punktet x = 1 er definert som grenseverdien

lim
h→0

f(1 + h)− f(1)

h
, s̊a funksjonen er deriverbar i dette punktet dersom denne grenseverdien

eksisterer, alts̊a at grensen fra venstre er lik grensen fra høyre. Fra venstre f̊ar vi

lim
h→0−

f(1 + h)− f(1)

h
= lim

h→0−

(13(1 + h)− 4)− 9

h
= lim

h→0−

13h

h
= 13

mens fra høyre f̊ar vi

lim
h→0+

f(1 + h)− f(1)

h
= lim

h→0+

((1 + h)3 + 4(1 + 4) + 4)− 9

h
= lim

h→0+

7h+ 3h2 + h3

h
= 7.

Ettersom de to grensene ikke er like eksisterer ikke den deriverte, og funksjonen er dermed ikke
deriverbar i punktet x = 1.

Oppgave 8:

Formelen for å beregne gjennomsnittsverdien til funksjonen f(x) p̊a det oppgitte intervallet er
gitt (p̊a formelarket) ved

f̄ =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx =
1

2

∫ 2

0

2x

x2 + 1
dx.

Oppgaveteksten hinter til å bruke substitusjon for å beregne integralet, og vi prøver substitusjonen
u = x2 + 1, som gir du = 2x dx. Vi må ogs̊a bytte integrasjonsgrensene. N̊ar x = 0 har vi
u = 02 + 1 = 1, og n̊ar x = 2 har vi u = 22 + 1 = 5. Substituerer vi alt dette i integralet f̊ar vi∫ 2

0

2x

x2 + 1
dx =

∫ 5

1

1

u
du =

[
ln |u|

]5
1

=
[

lnu
]5
1

= ln 5− ln 1 = ln 5.

Gjennomsnittsverdien til f(x) p̊a intervallet [0, 2] er dermed f̄ = 1
2

ln 5.
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Oppgave 9:

Vi bemerker oss først at 25 = 52 og 125 = 53. Dermed kan vi skrive ligningen som 52(−x
2) = 53(x−3),

eller ved å gange ut: 5−2x
2

= 53x−3. Siden vi har samme base kan denne ligningen kun stemme
n̊ar vi har −2x2 = 3x− 9. Vi kan se dette mer formelt ved å ta logaritmen med base 5. Dette gir

log5(5
−2x2) = log5(5

3x−9),

som ved å flytte ned eksponenten gir

−2x2 log5(5) = (3x− 9) log5(5),

og dermed −2x2 = 3x− 9 ettersom log5(5) = 1.

Ved å flytte om p̊a leddene ser vi at dette stemmer kun n̊ar 2x2 + 3x − 9 = 0. Dette er en
andregradsligning som vi kan løse med andregradsformelen. Vi f̊ar

x1 =
−3 +

√
32 − 4 · 2 · (−9)

4
=

3 +
√

81

4
=
−3 + 9

4
=

3

2

og

x2 =
−3−

√
32 − 4 · 2 · (−9)

4
=
−3− 9

4
= −3.

Dermed er det to løsninger p̊a ligningen: x = −3 og x = 3
2
.

Oppgave 10a:

Taylorpolynomet av grad 3 om punktet t = 0 er gitt ved

T3(t) = f(0) + f ′(0)t+
f ′′(0)

2
t2 +

f ′′′(0)

6
t3.

For funksjonen f(t) = sin(t) har vi f ′(t) = cos(t), f ′′(t) = − sin(t) og f ′′′(t) = − cos(t), noe som
gir f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0 og f ′′′(0) = −1. Setter vi disse verdiene inn i formelen f̊ar vi

T3(t) = 0 + 1t+
0

2
t2 +

−1

6
t3 = t− 1

6
t3

som en tilnærming for sin(t) i nærheten av t = 0. Alts̊a har vi sin(t) ≈ t − 1
6
t3, noe som gir

sin(t)
t
≈ 1− 1

6
t2 ved å dele p̊a t. Dette er da en tilnærming av funksjonen vi ønsker å studere i

nærheten av t = 0.

Oppgave 10b:

Vi ønsker å bruke tilnærmingen vi fant i a. til å tilnærme integralet

∫ 1

0

sin(t)

t
dt. Hintet

forteller oss at vi burde integrere tilnærmingen. Ideen er at siden
sin(t)

t
≈ 1− 1

6
t2 har vi ogs̊a∫ 1

0

sin(t)

t
dt ≈

∫ 1

0

1− 1

6
t2 dt, som er et integral vi enkelt kan regne ut. Vi f̊ar

∫ 1

0

1− 1

6
t2 dt =

[
t− 1

18
t3
]1
0

= 1− 1

18
≈ 0.944

som tilnærming av

∫ 1

0

sin(t)

t
dt. Dette er en ganske god tilnærming, da den faktiske verdien er

ca 0.946083.
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Oppgave 11a:

Newtons metode er gitt (p̊a formelarket) ved den iterative formelen xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
. Vi har

oppgitt at f ′(x) =
1

1 + x2
, s̊a vi har xn+1 = xn − (1 + x2n) arctan(xn). Med startpunkt x0 = 2

f̊ar vi

• x1 ≈ −3.536

• x2 ≈ 13.953

• x3 ≈ −279.429

som en tilnærming til nullpunktet.

Oppgave 11b:

Vi kan bruke samme funksjon som i a.. Med startpunkt x = 1 f̊ar vi

• x1 ≈ −0.571

• x2 ≈ 0.117

• x3 ≈ −0.001

som en tilnærming til nullpunktet.

Oppgave 11c:

I oppgave a. ser det ut som om tilnærmingen blir større og større, mens i b. ser den ut til å
bli mindre og mindre. Newtons metode er en veldig god metode for å tilnærme nullpunkter til
funksjoner, men den krever at man starter med et godt startpunkt for å fungere. Alts̊a m̊a man
’gjette’ godt nok før man begynner, slik at ikke tilnærmingen løper løpsk. Vi f̊ar her s̊appas ulike
svar fordi det ene startpunktet rett og slett var for langt unna det faktiske nullpunktet.

Ettersom tan(0) = sin(0)
cos(0)

= 0 vet vi ogs̊a at arctan(0) = 0, s̊a dette er det faktiske nullpunktet.
Dette vil si at det andre forsøket, alts̊a med startverdi x = 1 vil tilnærme nullpunktet best.

Oppgave 12a:

Vi har oppgitt at f(x) =
1

x
, s̊a integralet vi skal finne er

∫ b

1

π
1

x2
dx. Vi har

∫ b

1

π
1

x2
dx =

[
−π 1

x

]b
1

= −π
b
− π(−1) = π − π

b
.

Oppgave 12b:

Fra a. vet vi at Vb = π − π
b
, s̊a vi kan dermed finne grenseverdien ved å beregne

lim
b→∞

Vb = lim
b→∞

π − π

b
= π.

Dette betyr at volumet til Gabriels horn er π.
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Oppgave 12c:

Vi vet at overflatearealet til Gabriels horn er gitt ved formelen

O = lim
b→∞

∫ b

1

2π

x

√
1 +

1

x4
dx.

Vi f̊ar oppgitt at

√
1 +

1

x4
> 1 for alle x ≥ 1. For slike x f̊ar vi da ogs̊a, ved å gange denne

ulikheten med
2π

x
, at

2π

x

√
1 +

1

x4
>

2π

x
.

Siden vi integrerer over verdier større enn 1 f̊ar vi, ved å integrere og ta grenseverdien p̊a begge
sider, ogs̊a dermed

lim
b→∞

∫ b

1

2π

x

√
1 +

1

x4
dx > lim

b→∞

∫ b

1

2π

x
dx.

Integralet

∫ b

1

2π

x
dx p̊a høyre side kan vi beregne:

∫ b

1

2π

x
dx = [2π lnx]b1 = 2π ln b− 2π ln 1 = 2π ln b.

Vi f̊ar da
lim
b→∞

2π ln b = 2π lim
b→∞

ln b =∞.

Alts̊a kan vi konkludere med at

O = lim
b→∞

∫ b

1

2π

x

√
1 +

1

x4
dx > lim

b→∞

∫ b

1

2π

x
dx =∞,

som betyr at overflatearealet til Gabriels horn ogs̊a må være uendelig stort.
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