Eksamen MAOQ0001 — Brukekurs i matematikk A, K23

Det er mulig a oppna totalt 100 poeng, der flervalgsoppgavene teller 30 og de skriftlige teller 70.
Antall poeng korresponderer til karakter via NTNUs karakterskala, potensielt justert.

Flervalgsoppgaver

Oppgave 1:

For a finne ekstremalpunkt ma vi derivere funksjonen og sette lik null. Vi far
fl(z)=32>-3=0 = z ==+l

For a finne ut hvilket av disse som gir et lokalt toppunkt deriverer vi pa nytt og setter inn
verdiene:

f'(x) =6z, f"(1)=06og f(—1) = —6.

Siden den andrederiverte til f er negativ i x = —1 ma dette vaere et lokalt toppunkt. Siden den
er positiv i x = 1 er dette et lokalt bunnpunkt. Dermed er riktig svar x = —1.
Oppgave 2:
Funksjonen tan(z) kan beskrives som tan(z) = S;r;(é)), sa en alternativ beskrivelse av f er
2
sin®(z)
x) = :
/(@) cos(x)

Funksjonen sin?(x) er ikke-negativ, sa asymptotene til f opptrer na cos(z) = 0. Cosinusfunksjo-
nen har nullpunkter i x = W for n € Z. Siden intervallet vart kun bestar av ikke-negative

tall trenger vi kun a sjekke n € N. Vi far
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som betyr at f har 3 asymptoter pa intervallet [0, 10].
Oppgave 3:

Vi finner arealet under grafen til funksjonen ved a integrere absoluttverdien til funksjonen, men
siden funksjonen f ikke er negativ pa intervallet vi integrerer over trenger vi ikke bekymre oss
for absoluttverdien, da vi har |f(x)| = f(z) pa intervallet [0,2]. Vi far
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Oppgave 4:

Funksjonen f(x) = e” er ikke surjektiv ettersom den kun gir positive verdier. Den er ikke lineger
ettersom for eksempel f(1+1)=e?=c-e#e+e = f(1) + f(1). Funksjonen er heller ikke et
polynom, men den er kontinuerlig, som er riktig svar.
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Oppgave 5:

For a lgse oppgaven er det enklest a tegne opp trekanten og se hvor de skjeerer hverandre. Linjene
l1 og ly skjeerer hverandre i punktet (1,2); linjene [y og l3 skjeerer hverandre i (1, 1); linjene Iy
og l3 skjeerer hverandre i (2,2). Trekanten er dermed rettvinklet, der de to katetene har lengde
1. Arealet til trekanten er dermed %

Oppgave 6:
Funksjonen f(z) = cos(z) kan ikke veere injektiv pa intervallene [—1, 1] og [—, 7], ettersom
funksjonen er en “like” funksjon, altsa er den symmetrisk om y aksen. Pa intervallet [%, 2)

gjennomfgrer funksjonen sa og si en halv periode fra et nullpunkt til det neste. Funksjonen kan
dermed ikke veere injektiv pa det intervallet. Pa intervallet (0,7) derimot gar funksjonen fra et
toppunkt til et bunnpunkt, uten at dens deriverte noen gang er 0. Dermed ma funksjonen veere
injektiv pa dette intervallet, og riktig svar er dermed (0, 7).

Skriftlige oppgaver
Oppgave 7:

For a finne nullpunktene til et polynom av grad to kan vi bruke den kjente andregradsformelen,
ogsa noen ganger kalt abc-formelen:

—b+Vb? —4dac

2a

T2 =

Denne gir oss enten null, ett eller to nullpunkter, alt basert pa diskriminanten b?> — 4ac. Dersom
denne er negativ er det ingen nullpunkter, dersom den er lik 0 er det kun ett nullpunkt, og
dersom den er positiv er det to unike nullpunkter.

I vart tilfelle er diskriminanten lik
(=2X0)? —4-X-2=4) =8\ =4\(\ - 2)

Denne er null nar A = 0 eller A = 2 og er negativ nar A € (0,2). Dermed er den positiv
dersom A\ > 2 eller A < 0, som gjor at funksjonen var har ngyaktig to ulike nullpunkter dersom
A€ (—00,0) U (2,00).

Oppgave 8:

For a finne den deriverte til funksjonen beskriver vi den foérst om som en sammensatt funksjon,
og sa beregner den deriverte ved hjelp av kjerneregelen. Vi lar h(x) = In(z) og f(z) = 2%, som
gir oss at g(z) = f(h(x)). Via kjerneregelen far vi da at ¢'(z) = f'(h(x)) - W' (z).

Vi vet at den deriverte til den naturlige logaritmefunksjonen er %, sa det som gjenstar er a
beregne den deriverte til f(x) = 2°.

I formelarket er det oppgitt at a® = e™®*_ Den deriverte til e** er lik b- e**, sa vi far
F(@) = (@) = In(2) - 2@+ —1n(2) - 27,

der den siste likheten igjen kommer fra & bruke formelen a® = e™®® fra formelarket.

Dermed kan vi sette sammen igjen de to deriverte funksjonene vare og fa:

In(2) - 2@

(@) = f(h(z)) - W (z) = In(2) - 2@ . é -



Oppgave 9:

La oss fgrst beskrive informasjonen gitt i oppgaven ved bruk av matematiske symboler. Vi lar
mp veere vekten til ballongen, m; veere vekten til maleinstrumentet og m veere den totale vekten
m = mpg + my, alle oppgitt i kilo. Vi har da mg = 1.5, m; = 9.0 og m = 10.5. Vi har ogsa fatt
oppgitt hvor fort ballongen fylles, altsa endring i volum. Dersom vi lar radiusen veere en funksjon
avhengig av tid, altsa r(t), sa blir endring i volum beskrevet ved a derivere volumfunksjonen
med hensyn pa tiden ¢, altsa:

dV (r(t)) m? '

Oppgave 9a:
Etter fire minutter er volumet til kulen blitt 4m?3, ettersom vi fyller 1m?® per minutt. Vi kan da

bruke volumformelen til a beregne radiusen.
= r=1/— ~ 0.985,
T

4
Vir) = §7TT3 =4 = r’=

SHES

som betyr at radiusen er blitt ca 0.985 meter.
Oppgave 9b:

Vi gnsker a finne hvor mye overflatearealet gker, altsa endring i overflateareal. Endring er som
kjent beskrevet av den deriverte, som i likhet med volumfunksjonen ma deriveres med hensyn
pa tid. Vi gnsker altsa a finne %Z(t)). Siden O(r(t)) er en sammensatt funksjon kan vi bruke
kjerneregelen til a fa

do(r(t)) ., )
—a - O'(r(t)) - r'(t).

Vi deriverer overflatearealfunksjonen O(r), som gir O'(r) = 8nr. Fra oppgaveteksten vet vi at
radiusen er lik 1 meter, sa vi har

O'(r(t)) =8n -1 = 8.

Sa det siste som gjenstar er a finne 7/(t). For a gjore dette bruker vi at vi vet endringen i

volumet, w = 1. Via kjerneregelen har vi
dV(r(t
1 = # = V() 7 () = dmr(t)? - 7 (8),

der vi har derivert volumfunksjonen V', altsa V'(r) = 4nr?. Vi setter inn r(t) = 1, slik som
oppgitt i oppgaveteksten, som gir

1
Ar1? 7' () =1 = 1'(t) = —.
A7
Vi kan na sette alt sammen:
do(r(t)) o I
—au —O(T(t))'r(t)—SW'E—Z,

som betyr at overflatearealet gker med 2 kvadratmeter per minutt.
Oppgave 9c:

For at ballongen med maleinstrumentet skal lette fra bakken ma hydrogengassen lgfte m = 10.5
kilo. Siden lgftekraften er 1.2 kilo per kvadratmeter ma vi altsa ha % = 8.75 kvadratmeter
med hydrogengass.



Vi bruker volumformelen og far

4 3-8.75 5/3-8.75
8.7 =V (r) = §7r7“3 — ¥ = 1 = r=4 R 1.278,
m m

som betyr at radiusen pa ballongen er ca 1.278 meter nar ballongen med maleinstrumentet letter

fra bakken.
Oppgave 10:

Fra hintet i oppgaven bruker vi de trigonometriske identitetene oppgitt pa formelarket for a lgse
oppgaven. Identitetene er: sin?(z) + cos?(x) = 1, cos(x + ) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) og
sin(z + y) = sin(z) cos(y) + sin(y) cos(z).

/2
Vi beregner forst sin®(z) do. Ved & sette z = y i den andre identiteten far vi sin®(x) =

0
cos?(z) — cos(2x), og via den fgrste identiteten har vi cos?(x) = 1 — sin®(z). Setter vi disse
sammen far vi

sin?(z) = 1 — sin(x) — cos(2r) = sin?(z) = LS(Q‘IE) _ cos(2z)

1
2 2 2
Vi setter dette inn i integralet som gir oss

/2 /2 /2 . w/2
/ sin?(z) dx:/ 1 cos(2r) o 27 {M} o
0 0

2 2 210 4 ], 4

Ved a bruke den forste identiteten kan vi na ogsa regne det andre integralet:
w/2 w/2 w/2 /2 T
/ cos?(z) dw = / 1 —sin?(z) doz = / 1 de — / sin®(z) do = = —
0 0 0 0 2

Oppgave 11:

™
4 .

N

Taylorpolynomet til en funksjon f(x) av grad 2 om punktet a er gitt pa formelarket ved
1
T3(f) = fla) + fa)(z = a) + S f"(a)( — a)?,

sa vi trenger a beregne den deriverte og den andrederiverte til funksjonen var f(x) = \/(x) Vi
far
1/2 / L 1y " —1 3
fl@)=Vr=2a :>f(5f):§1' ng(l')zjx ,

som ved a sette inn i uttrykket for Taylorpolynomet gir

a= 1 1 1 3 3
1 l(f):1+§($—1)_§<x—1)2=—gch—l—Z—l:c—irg.

Oppgave 12a:

Vi har fatt oppgitt f(x) = sin(z), n = 3 og x¢ = 2.2. Vi regner ut 1, x5 og x3 med formelen for

Newtons metode oppgitt pa formelarket: z,1 = z,, — ; /((xn))'
In
_ sin(zg) __ sin(2.2)
=t Wxg) =2.2- cos(2.2) 7 3.57382



- in(z1) in(3.57382)
® To —=XT1 — m = 3.57382 — m ~ 3.11250

o sin(za) sin(3.11250)
® T3 = X9 — sz) = 3.11250 — m ~ 3.14160
Oppgave 12b:

Vi gjennomfgrer ngyaktig den samme prosessen bare med Steffensens metode istedenfor Newtons

. : f(@a)?
metode, alsa bruker vi formelen x,,,1 = z,, — :
o i sin? (o) o . sin?(2.2) ~
¢ T1="o sin(zo+sin(zo))—sin(zg) 2.2 sin(2.2+sin(2.2))—sin(2.2) 3.16726

o sin?(x1) _ sin?(3.16726) ~
¢ T2=1T1— sin(z1+sin(x1)1)—sin(a:1) = 3.16720 — 51676750 16726)) —sm.16736) ~ 514159

. sin?(x2) _ sin?(3.14159) ~
¢ T3 =I2— sin(:v2+sin(z2)2)fsin(ac2) = 3.14159 — Sin(3.14159-+sin(3.14159)) —sin(3.14159) 3.14159

Oppgave 12c:

Siden det er et nullpunkt vi itererer etter, sa trenger vi bare a anvende funksjonen var sin(z)
pa de to foreslatte nullpunktene x; = 3.14160 og x2 = 3.14159 og sjekke hvilket av de som er
naermest null. Vi far

sin(3.14160) ~ —0.00000734 og sin(3.14159) ~ 0.00000265,

som betyr at Steffensens metode var litt mer ngyaktig i dette tilfellet. Dette passer ogsa med
siffrene i m = 3.141592..., som er det nullpunktet vi itererer etter.



