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4.1.4.b)| Bruk analogier med definisjonene i teksten (eller forelesningen) til & angi en

presis definisjon av grensen

lim f(z) = oc.

T—r00

Merk at vi gjorde lignende definisjone i forelesning, s& det er mulig & ta litt inspirasjon
derfra.

Lgsning:
For hvert tall L > 0 s& finnes et tall M > 0 slik at for alle x € Dy sé har vi at

x> M medfgrer f(z)> L.

La f veere definert ved

a) Finn lim f(z) og lim f(z).
z—1t z—1—

b) Er f kontinuerlig i z = 17 Begrunn svaret.

Lgsning:

a) Vi finner lim+ f(z) ved & sette inn 1 i funksjonesuttrykket for x > 1:
z—1
lim f(z) = 2?|,m =12 = 1.
im f(2) = 2%]e=1

Vi finner lim f(z) ved & sette inn 1 i funksjonesuttrykket for z < 1:

r—1—

lim f(z) = (4z —2® —2)|pm1 =4-4 -1 —2=1.

r—1—

b) Siden lim+ f(x) = lim f(x), sd er funkjsonen kontinuerlig i punktet x = 1.
z—1 z—1—

Finn eventuelle horisontale og vertikale asymptoter til funksjonen, og skisser grafen,
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a) fla)= "
b) o(r) = o

Lgsning:
a) For & finne horisontale asymptoter, regner vi ut lim f(z) og lim f(x):
T—r00 T——00
lim f(z) = I =1 lim —— —3
et T N T =5 ahe1-8  abeel—0
. . 3 . 3 )
lim f(z)= lim = lim == lim —— =
T——00 L — D a:—>—c>o:[—E z——oc0 1 +0

T——00

Vi ser at y = 3 er en horisontal asymptote.
Den eneste muligheten for en vertikal asymptote er nar telleren er 0, altsa nar x = 5. Vi

undersgker grenseverdiene:

3T
1' = 1 == 00,
:Eg?‘* f(l‘) xigl‘*' Tz —5
3T
im f(x) Jim 00

r—5~

Vi ser at x = 5 er en vertikal asymptote.

Figuren under viser f(x) og asymptotene i rgdt og blatt.
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b) P& samme mate som i a) regner vi ut lim g(z) og lim g(x) for & finne horisontale
T—>00 T—r—00

asymptoter:
lim g(z) = lim — =0,
lim g(x)= lim — =0.
T——00 2——00 |x’
3. oktober 2022 Side 2 av 5




Losningsforslag — (ving 6

Vi ser at det er en horisontal asymptote i y = 0.

Den eneste muligheten for en vertikal asymptote er i « = 0. Vi undersgker grenseverdiene:

1
lim g(zx) = lim — = oo,
x—07t g( ) x—07t |.%"

1
lim g(z) = lim — = o0
z—0~ z—0~ ’Q?‘

Vi ser at det ma veere en vertikal asymptote i z = 0.

Figuren under viser g(z) og asymptotene i rgdt og blatt.
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I en matematisk modell for forurensning i en innsjg er en kommet frem til at
giftmengden ¢(t) ved tid t er gitt ved

10¢2

g(t) = m7

der g males i kg og t i dggn. Forskerene konkluderer ut fra dette med at giftmengden i
vannet ifglge modellen vil stabilisere seg pa ca. 2.5 kg i det lange lgp. Beskriv hvordan
de har kommet frem til dette.

Lgsning:

Giftemengden stabiliserer seg over tid hvis grenseverdien til g(¢) gar mot en fast verdi nar ¢
vokser. Vi undersgker derfor tlim g(t):
—00

lim () = 1 10¢2 , 10¢2 i 10 10 _ ..
11m = 1m ——— =1 —F——— = 1l ——5——( — —/— — 4.9.
taoog t—oo (2t + 3)2 t—oo 412 + 12t 4+9  t—oo 4 + 172 + t% 4

Dette stemmer overens med konklusjonen til forskerne.
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For hvilke verdier er funksjonen

2 +3z+5
f(x)_x2+3x—4

kontinuerlig?

Lgsning:

Ettersom polynomet i telleren er en kontinuerlig funksjon, er de eneste punktene hvor f
eventuelt ikke er kontinuerlig nar nevneren er lik 0.

Vi faktoriserer nevneren:

43z —4=(x+4)(z—1).

Alsa er nevneren 0 nar x = —4 og nar z = 1. Vi undersgker grenseverdiene i disse punktene:
i 2> +3z+5 : 2> +3z+5 i 9
im ———= lim — = lim —=-x
a——4t 22 4 3z — 4 r——4+ (ZL‘ + 4) (l’ — 1) r——4+ —5(.’1) + 4) ’
. 2 +3z+5 , 2> +3z+5 , 9
lim ————= lim —FF———= = lim —— =00,
a——4-22+3x—4 a4 (z+4)(x—1) z25-1- =5z +4)
e?+3z+5 . z*4+3zx45 . 9
im ———=lim — = lim ——— = o0,
a1t 22+ 3x—4 o1t (x+4)(x—1)  ao1+ 5z —1)
. 2 +3z+5 . 2?2 +3x+5 . 9
lim = —— = lim ———~ = —00.

ool- 22+ 32 —4  eol- (@ - A (@ —1)  eoi- 5z — 1)

Ettersom lim f(z)# lim f(z)og lim f(x)# lm f(z), sa er f(z) ikke kontinuerlig
z——4t T——4~ z—1t z—1—
i disse punktene.

Vi konkluderer med at f er kontinuerlig pa (—oo, —4) [J(—4, 1) (1, 00).

@La

a+br,x>2
fa)=<3,0=2
b—ax® x<2.

Finn verdier til a og b slik at f er kontinuerlig.

L@sning:

Ettersom a + bz og b — az? er kontinuerlige funksjoner, s& er f kontinuerlig dersom den er
kontinuerlig i overgangen mellom de ulike uttrykkene. Vi gnsker derfor a finne a, b slik at

lim a+bx =3 = lim b— az’.
z—2+ T2~
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Ved & regne ut grenseverdiene i ligningen over, sa finner vi at a, b ma tilfredsstille lignings-
settet

a+2b=3
b—4a = 3.

Vi lgser ligningsettet ved addisjonsmetoden (det er selviglgelig ogsa mulig & bruke innset-
tingsmetoden): Vi ganger den forste ligningen med 4 og adderer de to ligningene. Leddene
med a vil da kansellere hverandre ut og vi far

9b = 15.

Altsd ma b = 1@5 = % Ved & sette inn dette i den fgrste lignignen igjen finner vi at

a:372b:g—ngl.
3 3 3
Vi konkluderer med at f(x) er kontinerlig dersom a = —% og b= %
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