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Innleveringsoppgaver

a) Finn verdimengden til funksjonen f: (0,1] — R definert ved f(z) = —In(x).
b) Bestem (den stgrste) definisjonsmengden til funksjonen gitt ved
g(x) = —In (sin(z)).

Hva blir verdimengden?

Lgsning:

a) Vi vet at In(z) er en jevnt voksende funksjon pa hele intervallet (0,00). Dermed
vil —In(z) veere en jevnt synkende funksjon pa intervallet (0,1]. Videre vet vi at
lim, o+ In(x) = —oo. Siden In(1) = 0 far vi:

f(x) €10,00)

(Merk: Man kan ogsa studere funksjonen e®*. Vi vet at for et hvert tall y € (0,1]
svarer en unik z € (—o0,0] slik at e = y. Ved & bruke at In(z) er inversfunksjonen
til e finner vi In(z) € (—o00,0] = —In(x) € [0, 00))

b) Den naturlige logaritmen er bare definert for positive tall. Dermed
sin(z) > 0
sin(z) >0 < z € (0,7) 4+ 2wz 2z € Zo
Definisjonsmengden er altsa:
x € (0,m)+ 2wz 2z € Zy

(Sagt med ord: Intervallet 0 til 7, og alle intervaller som kan bli laget ved & ’flytte’
dette intervallet med heltallsmultipler av 27). Pa disse intervallene vil sin(x) variere
mellom 0 og 1 og dermed blir verdimengden som i a).

g(x) € [0,00)

Hva blir grenseverdien av fglgen definert ved

an:\/n2+9—\/n2—n+9.
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Lgsningsforslag — ving 4

Ldsning:
Vi ser at uttrykket blir pa den ubestemte formen co — oo nar vi lar n — oo. Trikset her er
konjugat-setningen: (a — b)(a + b) = a® — b?.

an=vVn2+9—vn2—n+9
= (Vn2+9-vVn2—n+9)-1
2 9 2 _ 9
:(\/n2+9—\/n2—n+9)\/n+ + VP —nt
VnZ4+94++vn2—n+9
n?+9—(n?>-n+9)

N VnZ+9++vn2—n+9
n

VR 9+ VR —n+9

Uttrykket er n& pa formen oco/oo nar n — oo. Det er fremdeles ubestemt, men er na mer
héandterlig. Vi deler pa n oppe og nede:

1
VN2 +9+ tvn2—n+9
1

V2 +9) + /B2 —n+9)

- 1
Vit S+ 1-5+5

QAp =

og Vi ser at

. . 1
lim a, = lim
n—00 n—>w\/l+%+\/1_%+%
1

T VI10+V1I-0+0
1

5"

Finn fikspunktene til rekursjonen

1
n

Hva blir grenseverdien hvis ag = 27

Lgsning:
Et fikspunkt er et tall a slik at @ =2 — 1/a. Dvs.

0=0a>-2a+1=(a—1)>2

Rekursjonen har ett fikspunkt a = 1.
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Huvis rekursjonen konvergerer, sa er lim, . a, = a = 1. Vi sjekker om rekursjonen kon-
vergerer ved & gjgre fglgende:

1
Vi har ag =2 og ap41 =2 — —.
n
Dermed far vi:
1 1 3
ag=2——=2— - =—.
ag 2 2
5 1 5 1 5 2 4
ao = —_— = _ = = _— = -,
? ar 2 33
1 1 3 5
—9_ — _9_—_9_2_°2
“ az i 474
1 1 4 6
“ az 5 55

og vi kan gjette fram til at a,, blir:

n+ 2
an = :
"n+1
(Dette kan ogsa vises ved induksjon. Ser enkelt at det stemmer for n =1 da a; = % = %
Anta na at det stemmer for n = k og studer k + 1. Vi far:
5 1 5 E+1 2k+2)—(k+1) k+3 (k+1)+2
a = _—— = — = = =
ol ax k42 k+2 k+2 (k+1)+1

Dermed stemmer det ogsa for k+1 og vi er ferdig.)
Ved & dele bade nevneren og telleren pa %, ser vi at rekursjonen konvergerer til 1, nar

n— o0 :

n+2 2
a, = 1 _1+n
n_n"—l_l—i—l

n

n

= a, = 1, nar n — oo.

Regn ut ao, as, a4, ... a7, nar a, er gitt ved

a():l,
CL1:2,

Gn+1 =Qp +2-ap—1, n>1.
Gjett pa et uttrykk a,, = f(n) og sett det inn formelen
Upy1l = Gp +2-ap_1

for & vise at det stemmer.
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Lgsning:
as =aj +2a9 =2+ 2 =4,
az =as +2a1 =4+2 =28,
a4 = a3 + 2a2 = 8+ 8 = 16,
as = a4 + 2a3 = 16 + 16 = 32,
ag = as + 2a4 = 32 4+ 32 = 64,
a7 = ag + 2a5 = 64 4+ 64 = 128.
Det virker som om a, = 2". Vi sjekker om det stemmer: ag = 2° = 1, a; = 2! = 2. Ok.

an4+2ap_1 =2" 422" =on pon—g.on —ontl — g |

Ok.
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