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Fra Edwards & Penney, avsnitt 5.2

‘b
Vi gjor slik det er beskrevet i eksempel 2 side 224. Vi har p = (a—)a, og
a-a

a-b=(1,011)(4,-3,53) = 12,
aa=a?=1"+0"+12+1?=3.
Folgelig er p = 4a = (4,0,4,4).

Vi bruker definisjonen pé side 226 (jf. eksempel 3 pa samme side). Her har vi b =

(0,3,0,0) og
1 2 1 0 ; _g _? 6 —3
ATA=1-2 0 -1 1/ |\7 = f=[-3 6
2 -1 0 -1 0 1 -1 0 =5
I tillegg far vi at A”b = (6,0, —3). Normalsystemet A7 Ax = A”b som vi ma lgse,
er da
6 -3 0| (&1 6
-3 6 5| (x2|=1] O
0 =5 6| |73 -3
Vi far
6 -3 0, 6 2 —1 0.2 1 0 0,7/4
_3 6 5 : 0 Gauss 0 9 —10 : 6 Gauss—Jordan 010 : 3/2
0 -5 6'-3 0 O 413 0 0 113/4
Folgelig er minste kvadraters lgsning gitt ved
_ 733 1
x=(333) = 10763,
og den ortogonale projeksjonen av b inn i V' = Col(A) er
11113 1
:A‘:(f—77>:fllll .
p X 47 4 b 4’ 4 4 ( ) ) ) 3)
Vi begynner med & lgse det oppgitte homogene systemet; vi har at
11 11 111 1
2 3 31 011 -1
og tilbakesubstitusjon, med x4 = s, x3 = t, gir
—2s —2 0
|t s| 1 -1
il I el Y B
S 1 0
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sa {(—2,1,0,1),(0,—1,1,0)} er en basis for lgsningsrommet V. Vi gnsker né & finne
den ortogonale projeksjonen av b = (11,11,0,22) inn i V. Vi lar A veere matrisen
som har basisvektorene for V' som kolonner; dermed er V= Col(A) og den ortogonale
projeksjonen p av b inn i V er gitt ved p = AX, der X tilfredstiller

ATAx = ATp
Utregninger gir
-2 0
T4 2 0 1 1 -1 6 —1
4 A[ -1 1 0 0 1 -1 2
1
og
11
T |2 10 1] (11} _ 11
Ab[O—llO 0| |-11
22

Systemet AT AX = ATb kan na lgses pa vanlig mate (Gausseliminasjon og tilbake-
substitusjon), som leder til X = (1, —5). Da er

-2
6
-5
1

p:AX:

Vi ser pa normalsystemet A7 AX = ATb. Siden m x n matrisen A har rang n, er
n x n matrisen A7 A inverterbar (teorem 2 side 227). Fglgelig har normalsystemet en
entydig lgsning, gitt ved X = (AT A)"1ATb.

La ay,...,a, vere kolonnene til A. Siden b er ortogonal med kolonnerommet til A,
vet viat a;-b=0fori=1,...n, og dermed at

al a;-b
ATb=[a;...a, )" b=|:|b=]| : | =0.

al a,-b

Minste kvadraters lgsning av Ax = b er fglgelig X = (AT A)~10 = 0.

Fra Edwards & Penney, avsnitt 5.4

Vi skal bruke Gram-Schmidts ortogonalitetsalgoritme péa basisen vi = (3,5), vy =
(4,7) for V. =R2. Vi far

3

~ ujg - Vo 4 47 3 1 -5
2 =Vv2 up - uy W=7 731 |5 T34 3|

Vi kan droppe den skalare faktoren 1/34 og far en (brgkfri) ortogonal basis
u; = (3,5), u2=(-5,3).
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Vi skal bruke Gram-Schmidts ortogonalitetsalgoritme pé en basis {v1,va,v3} for et
underrom V i R*. Her er

Vi = (17 17071)7 Vo = (1707 17 1)7 V3 = (07 17 17 1>a

og vi far
1
u; =vy = 1
1 — 1 — 07
1
1 1 1
S — v up - Vo u_0721 _1]-2
2 up - U 1= 1 30_3 3
1 1 1

Vi dropper den skalare faktoren 1/3 (multipliserer ug med 3) og bruker ug = (1, -2,3,1)
i regningen videre:

0 1 1 —4
1] 21 2 |—2| 1] 3
“ |1l 3]0l 15| 3] 5| 3

1 1 1 1

Vi dropper den skalare faktoren 1/5 (setter uz = 5us) og far en ortogonal basis (uten
breker) for V:

u; = (1, 1,0, 1), ug — (1, —2,3, 1), uz — (—4,3,3, 1).

Den ortogonale projeksjonen av p avb = (7,0,7,0) inn i V er da, ifglge projeksjons-

formelen (EP5.4, Teorem 1), gitt ved
‘b a-b
() e )
us - U2 us - ug

p= u; +
u; - ug

1 | 4 5
Tl 28 |—2| -7 3] |-2
=300l "5 3| T 3| 3 5

1 1 1 4

Husk at {uy,...,u,} er innbyrdes ortonormale hvis og bare hvis

0 hvisi#j
u;-u; =
Y 1 hvisi=j

Vi har oppgitt vektorer v,w € U = span{uy,...,u,} gitt ved

n
vV=au +...+a,uy = E a;u;
=1

n
w=>biuy +...+byu, :iju]‘,
j=1
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der U er et underrom av R™ (av dimensjon n). Vi skal regne ut v - w; vi bruker
ortonormalitet av basisvektorene og distributivitet, symmetri og homogenitet (se
side 211, avsnitt 5.1) av prikkproduktet pa R™:

VoW = (Zaiu,) . ijuj = ZZ(aiui) - (bju,)
i=1 j=1

i=1 j=1
n n n
B ST o
i=1 j=1 k=1
Dette viser resultatet (formelen for |[v|? fremkommer ved & sette w = v, siden |v|? =
V-v).
Eksamensoppgaver
1
1
aur=v=| g |
1
2 1 1
v — (P2 o1 31| _|-1
2 = U2 )T 3o~ ;
1 1
1 1 1 -1
SR (5 TC0 T Y B B D 3| 31| 3| -1/|_ 3
3T (AREAN ! ug U9 2= 5 3 0 3 1 a 4
-1 1 0 -2
1 1 -1
. 1 -1 3
Ortogonal basis for V : , ) ,  (feks.)
0 1 4
1 0 -2
. b-u b-u b U
b) projy b :< 1>u1+< 2 U2+ 3)“3
uy - Ul UQ'UQ us - ug
1 1 -1 3
1 -1 3 5
_9 3 30
"3l | T 1| TR 4 5
1 0 -2 1

Des. 07, oppg. 6‘ a) Vi kan lgse ligningssystemet ved Gauss-Jordaneliminasjon

At -2 1 0] oRitR 1 -2 1 0] MRt [1 0 —1 2
“roo0 -1 2 o2 2 2] 1 01 -1 1)

Med x3 = s og g =t far vi (1,29, x3,24) = (s — 2t,5 — t,8,t) = s(1,1,1,0) +
t(—2,—-1,0,1). En basis for lgsningsrommet er fplgelig vektorene u; = (1,1,1,0)
og up = (—2,—-1,0,1).
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b) Vi skal finne den ortogonale projeksjonen p av b = (1,2,—3,1) inn i under-
rommet V = span{vy,va}. Siden v; = (1,-2,1,0) og vo2 = (1,0,—1,2) er
ortogonale, far vi

1 1 0
b-V1 b'V2 -2 0 2
p= vi+ vy = — + =
Vi-V] Vg - Vo 1 -1 -2
0 2 2

c) Vektorene vi og vy er radene i koeffisientmatrisen A til ligningssystemet i a).
Folgelig ma v og vy veere i det ortogonale komplementet Row(A)L. Siden
Row(A)* = Null(A), kan vi finne v3 og v4 ved & bruke Gram-Schmidts or-
togonaliseringsalgoritme pa basisen u; = (1,1,1,0) og ug = (—2,-1,0,1) for

Null(A):
-2 1 -1
— e — _ uz - vs -1 1 10
V3—U1—(1,1,1,0), V4 = U2 <V3'V3>V3_ 0 + 1 = 1
1 0 1

Vektorene vi = (1,-2,1,0), vo = (1,0,—-1,2),v3 = (1,1,1,0) og v4 = (—1,0,1,1)
er fplgelig en ortogonal basis for R%.

Flervalgsoppgaver

P4 den forste delen, er svaralternativ A riktig fordi en 4 x 3-matrise kan kun ha rang
0, 1, 2 eller 3 (av samme grunn er B, C og D feil).

For den andre delen, er svaralternativ D riktig.
Systemet kan skrives Ax = b med koeffisientmatrise

-1 1
A=1|-1 2
-3 1

og b = (5,0, —5). Normalsystemet er AT Ax = ATb. Vi har

-1 1
v, [-1 -1 =3]|_ [ 11 -6
AA_[IZI_;)i_—6 6

0g
1 -1 -3 o 10
Ty, — | - - —
=0 0 ALg-1)
-5
Gauss-Jordan eliminasjon av normalsystemet gir

11 -6 10 1 0 2
-6 6 0 7 01 2

Dermed er 7 = 2 og y = 2, s& alternativ D er korrekt.
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