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Fra Edwards & Penney, avsnitt 6.1

Vi forenkler determinanten |A — AI| ved & trekke rad 2 fra rad 3, altsa

5—X -6 3 5-X  —6 3
6 -7T—-XA 3 |=| 6 —7T-A 3
6 6 2-2A 0 14+A —(1+))

Vi utvikler determinanten etter fgrste kolonne, og utnytter felles faktorer sa langt
det er mulig:

—(T+X) 3
1+ —(14))

—6 3

[ A=Al =(5-2) 1+A) —(1+A)

-

=0B-=N(T+XN)1+X)—=3(1+X)—=6(6(1L+X)—3(1+N)
=(5-N)(7 +/\ 31+ —18(1+A)
=0B-=NA+N)1+A)—18(1+))
u+Ax@+Ax —A)—18) = (1+A)(20+ X — A2 — 18)
—T+NAN=A=2)=—(1+A)*1-2)
Altsa har matrisen egenverdiene A\; = 2 og Ay = —1.

Vi bestemmer tilhgrende egenvektorer ved a lgse ligningen

(A= X)x =
Etter litt regning fas at A; har tilhgrende egenvektorer x; = #(1,1,1), og at A
har de tilhgrende egenvektorene x = s(—1,0,2) + ¢(1,1,0), (s,t) # (0,0). Vektorene

x2 = (—1,0,2) og x3 = (1,1,0) er en basis for egenrommet til Ao.

Karakteristisk ligning blir

4-Xx 0 0 -3
0 2-XA 0 0| _,
0 0 —-1-A 0 ’
6 0 0 —3-2X

det(A— M) = (4= N2 =A)(=1=X)(=3=X) +18(2 - A) (=1 - )
=((4 =X (=3=X)+18)(2—A)(-1—\)
=N =A+6)2-N)(-1-X)=0

'Et mulig alternativ er & gange ut hele polynomet direkte, finne en av rgttene ved proving/feiling (ofte
er iallefall en av rgttene et lite, helt tall) og bruke polynomdivisjon for & faktorisere polynomet videre.
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Den forste faktoren har ingen reelle rgtter, s& egenverdiene blir A\; = 2 og Ay = —1.
Med A = 2, far vi
20 0 -3
00 0 O
A=M=15 09 3 o
6 0 0 -5

sd w9 = t er en fri variabel, og det er lett & se at x1 = x3 = x4 = 0, s lgsningene
av (A — 2I)x = 0 er gitt ved x = ¢(0,1,0,0). Dermed er (0,1,0,0) en basis for
egenrommet (av dimensjon 1) tilhgrende egenverdien A = 2. Situasjonen er helt
tilsvarende for A = —1; 23 = s blir en fri variabel i systemet (A + I)x = 0, og
x1 =29 = x4 = 0. Dermed er x = 5(0,0,1,0), 54 (0,0, 1,0) er en basis for egenrommet
tilhgrende A = —1.

a) Legg merke til at
(A= ADNT = (AT — D).

Siden determinanten til en matrise er lik determinanten til dens transponerte, folger
det at |[A — M| = |(A — XI)T| og dermed

|A— M| = |AT — A1)
Folgelig har matrisene A og AT den samme karakteristiske ligningen, og derfor ogsa
de samme egenverdiene.
b) Se for eksempel pa matrisen

100 r |01
A_[l 0},medA —[0 0]'

Da vil egenvektorene for A veere s der s # 0, mens egenvektorer for AT er

0
1
t[l]dert;&O.

0

Fra Edwards & Penney, avsnitt 6.2

Egenverdiene og egenvektorer til den gitte matrisa er
)\1 = 0, X1 = (1, 1,0) (f.eks)
Xo=1, x2=(1,1,1) og x3 =(—1,0,2) (f.eks).

Siden vi har 3 linesert uavhengige egenvektorer, er matrisa diagonaliserbar. Vi kan
skrive P~1AP = D der

11 00 0
P=|{11 0|ogD=]|010
01 2 00 1

Vi ser med en gang at A har to egenverdier \; = 1 og Ay = 2, og at tilhgrende
egenvektorer er
A1 = 11 X1 = (1707070)1X2 = (07 17070) 0g X3 = (0707 170)
Ao =2,x4 = (17 1,1, 1)
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Altsd er P~1AP = D med

og D=

SO O
OO = O
o~ OO
— = =
OO O =
S O = O
O = O O
N O OO

A og B er simileere dersom det finnes en matrise P slik at A = PBP~!. Det fglger
at
|A—=\|=|PBP™' = \|=|PBP~' = APP!|
1

= |P(B-X)P'|=|P||B - )\I|’?|

=|B— M.
Dette viser at to simileere matriser har den samme karakteristiske ligningen, og derfor
de samme egenverdiene.

Fra Edwards & Penney, avsnitt 6.3

Metoden er beskrevet i eksempel 1, side 281 i EP. Ideen er & diagonalisere A og
bruke A¥ = (PDP~1)* = PDFP~1 se gverst side 281. Diagonalisering av A gir
A=PDP™! der

1 30 100
P=]1010 og D=0 2 0
0 01 0 0 2

Dermed har vi

1 0 0 1 93 0
A =prPDP'=pP|0 32 0o|P'=|0 32 0
0 0 32 0 0 32
Matrisa
11
=101

er ikke diagonaliserbar fordi den har bare en egenvektor x = (1,0).

(3o [ 4]

sa folger det at B2 = 0. Det fgolger at

A=+ B)" =1I" +nI™ 1B+ (Z)I"*QB2 +ooe 4 (nT_‘2)12B”*2 +nIB" 14+ B
=1+nB

:[éq].

Vi har her brukt at formelen

(a+b)" = Zn: (Z) "Rk,

k=0
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som holder for a,b € R, ogsa kan brukes for & regne ut potenser av en sum av to
matriser C, D, forutsatt at CD = DC' (vi sier gjerne at C' og D kommuterer). Altsa

er
n

C+D)" =3 (Z) cn—k pk

k=0

Dersom C = I, sa er kravet automatisk oppfyllt for alle matriser D, séa

(I+D)" = i (Z) D",

k=0
Egenverdiene til A er de verdiene av A slik at det (A — AI) = 0. Vi finner denne
determinanten:

p—A 1—gq

det (A=) = 1—p q—A

— (p=N)g=N)—(1—g)(1—p) = X2 (p+)A-p-+g—1.

Det er lett a se at A\; = 1 lgser denne ligningen. Dersom vi setter inn Ao =p+¢q — 1
far vi

(p+q—1)°—(p+a) (p+q—1)+p+q—1 = (p+49)*—2(p+q)+1—(p+q)*+(p+q)+p+q—1 = 0.

Sa Ao =p+ g — 1 lgser ogsa ligningen.

Eksamensoppgaver

|A-51] Vi har
A*—3A+2=0 & AA-3)=-2] & A(-:A+3I)=1I

Det viser at A er inverterbar, og at A=! = %I — %A.

Merk at for en kvadratisk matrise A gjelder at hvis AB = I, sé er A er inverterbar og
A~! = B. Det er altsa ikke ngdvendig & sjekke at ogsa BA = I (selv om det er greit
i denne oppgaven). Det star som oppgaver i EP, 1.5.45 og 2.3.31 (2.3.31 er enklest).

Aug. 2002, oppg. 6| a) Vi finner

N1

_|(=2
|A_M|_‘ 2 (—=1=X)

’:A2+3>\:>\()\+3).

Egenverdiene er altsa A=00g A= —3. For A\=0farvi A— Al ~ B _(1)} . En

tilhgrende egenvektor er derfor vi = (1,2).
11

For A\ = -3 farvi A — )\ ~ [0 0

1
1"
Dersom Av = A\v, er kAv = Akv = kAv. Sa dersom \;, 1 < ¢ < N er egenver-

diene til A, er kA;,1 <1i < N egenverdiene til KA. Egenvektorene til kA blir de
samme som for A.

]. En tilhgrende egenvektor er derfor vo =
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b) For saltmengdene z1(t) og z2(t) finner vi differensiallikningssystemet

.4 4
= _—xy— —=

175007 100™!

! 4 X 4 X

To = —T] — —

27 7007 20072

altsa
_.4 4 1
x = [ 30 _202})(:501%(
100 200
der x = (w1(t),z2(t)) og A er matrisen fra punkt a). Egenverdiene for zA er
da p1 =0 og o = g—g = —0.06, med tilhgrende egenvektorer vi = (1,2) og
vy = (1, —1). Generell lgsning av systemet blir dermed

1
X = Clkult + CngeMt =C [ﬂ +Cy [_1] ¢ —0-06t

For t = 0 har vi 1 = 0 og x5 = 30. Dette gir C; + Cy = 0, 2C7 — Cy = 30, altsa
C1 =10, Co = 10. Lgsningen blir da

o 10 B 10 —0.06t
X‘[2O] [—10}6 '
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