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Anbefalte oppgaver 9

Lgsningsskisse

Oppgave 1  Det er oppgitt i oppgaveteksten at estimatoren er forventningsrett, sa vi vet
allerede at E(f1) = p. Variansen til i er

e 2 od 2
Var(ii) = Var(X) + | ———= | Var(YV
= () Vo0 + (5% ) vertr)
b raint _ (i
AR (e
__T39%
78+ 03’

og fordi [i er en lineszerkombinasjon av normalfordelte variable, er den normalfordelt. Altsa
har vi

2.2
9670

2 2
o T05

slik at vi far et (1 — «) - 100% konfidensintervall fra

Oppgave 2

a) Kumulativ fordeling:
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Bruk substitusjonen u = s? med du = 2sds:
r T2s _s2
P(X <z) = f(s)ds =[| —e dds
0 o 0
x? 2
1 u u
= / —e odu = {—67?]96
o 0 0
22
= 1— e 0
Betinget fordeling:
22
Viharat P(X >z)=1—-P(X <z)=e 7.
P(X >15NnX > 10) P(X > 15)
P(X > 15X >10) = ==
( | ) P(X > 10) P(X > 10)
_152
e~ 25
T
e~ 25
0.000123
= — ~0.0067.
0.0183 e
b) Rimelighetsfunksjonen er gitt ved:
LO;z1,...;xyn) = f(x1, .y T3 6)
= f(@1;0) - f(@n;0)
21 % 2z, _ 2
S h 0
2 " 1 zn 2
=3 (X1 xp) - e 02a=1%
Tar logaritmen:
2 1
=nln <9> +In(zy - xp) — 923322
1=
1 n
=nln(2) —nln(d) + In(zy - - x,) — g Zx?
i=1
Finn maksimumspunkt ved & derivere In-rimelighetsfunksjonen og sette lik 0.
ol 1 1 &
i=1
.1
0=— 7
gt
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SME for 6 blir da § = 1 3% | x2.

Viser at 6 er forventningsrett:

n

i = By x2 = Ly e -

i=1 i=1

For & regne ut variansen til 6 trenger vi forst variansen til X2. La Y = X?2. Bruker at
Var[Y] = E[Y?] — E[Y]?. Dermed er

Var[X?] = Var[Y]

=E[Y? - E[Y]?
= E[X1] - E[x?)?
=20° - ¢°
=02
Da far vi:
Var[d] = Va [lzn:.x?] _ izn:Va w2
o r”i:l i _nzi:1 T n

c) Sentralgrenseteoremet sier at hvis Y7, ..., Y, er uavhengige og identisk fordelte, s& er
gjennomsnittet tilnsermet normalfordelt. Mer presist er

Y — E[Y]
\/ Var[Y]
tilneermet standard normalfordelt nar n er stor (>30). I vart tilfelle er Y; = X2 uavhen-
gige og Y = %Z?:l X2 = 0. Videre er som funnet i forrige punkt (3b), E(Y) = 6 og
Var(Y) = %2. Dermed blir

7 =

Clsxioo

62
n

VA

tilnsermet normalfordelt nar n er stor.
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Vi finner s& et 95% konfidensintervall med oo = 0.05. Sett ¥ = 1 3" | X2 Bruker at

1 0 1
= I)r zZa f; X f; Za
L+ 2 Y 1- %

Y Y

= I)r (i zZa f; 0 f; zZa
2 _ 2
L+ & 1— %

Et tilnsermet 95% konfidensintervall for 6 blir da

1 n 2 1 n 2
n Zi:l Xi n Zi:l X@'
1+ 20.025 1 — 20.025

/n

00
Siden p = e~ er en monotont stigende funksjon av 6, har vi at

1 n 1

1 X
prnZim Xy wXm X

1+f 1—ﬁ

0

100 100 __ 100
Prle L <e~ <e W lxl-a

100 100
Et tilneermet 95% konfidensintervall for e_l%o blir da [e 0L e "U}

Oppgave 3

a) Den kumulative fordelingsfunksjonen F(x) = P(X < x) beregner vi ved & integrere
sannsynlighetstettheten f(x). Dvs.

/ F(t)dt = /,Btﬁldt 575[ K:(—l)[afﬁ—l]zl—afﬂ.

Sannsynligheten for at det gar mer enn 2 uker mellom to péafglgende feil, nar 5 = 3, er
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P(X>2)=1-P(X<2)=1-F@2)=1-(1-2")=23=0.125
Sannsynligheten for at nettet svikter for det er gatt 3.5 uker, gitt at det har gatt minst
2 uker siden siste feil, er (med 8 = 3)

P(X<35|X>9) = TXS350X>2)  PX<35) - PX <2)

P(X >2) P(X >2)
_ F(5)-F(2) (1-35%)—-(1-27%
B 1-F2) 0.125 = 0813

b) Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren, SME for 53:

Simultantettheten for Xi,..., X, er f(x1,...,zn;0) uah. [T, flei B) =115, ﬁxi_ﬁ_l.
Rimelighetsfunksjonen er simultanfordelingen sett pa som funksjon av 3, og kan skrives
som

n
L(z1,...,20; 8) = " [ [ 2777
=1

SME er den verdien for 8 som maksimerer L(z1,...,zy; ). Denne verdien finner vi ved
fgrst & ta logaritmen, sa derivere og sette lik 0:

Wxy,y...,zn;8) = In(L(z1,...,24;6)) = In (ﬁ”HmZ’B1>

i=1
= In(f")+1n (ﬁ x;ﬁ_l)

=1

= nin(g +Z (B4 Dn(e:)) = nin(8) = (B+1) Y In(z,)

di(zi,...,z0;8)  n N
0 = B—Zln(xl) =0

= e

Dette gir at SME for § er
n

Y InX;

Nar vi setter inn de observerte verdiene far vi folgende estimat for S:

PO n 10
= = = - 2.95.
b=h S Inz;  3.39

c) Vi skal forst vise at 25 In(X;) er kjikvadratfordelt med 2 frihetsgrader (som er det sam-
me som en eksponensialfordeling).
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La Y; = 281n(X;). Vi kan finne sannsynlighetsfordelingen til Y; ved & bruke transfor-
masjonsformelen (vi ser her bort fra indeksen 4 i utledningen). La

y = u(zx) = 2fBIn(x), slik at
x

= w(y) = exp(53):

La fy(y) veere sannsynlighetstettheten til Y. Transformasjonsformelen sier da at

fy(y) = fx(w(y))w'(y)].

Vi deriverer w(y) og far w'(y) = 21ﬁ exp(%). Sannsynlighetstettheten til Y blir da
_ )| = Yyl oY
fr(y) = fx(wy)|w(y) = ﬂ(exp(w)) 55 exp(w)
1 1
= o8~ a5 e(ys) = 5ep(-Bys — 55+ 50)
1 Y
= Lew(-Y)
Uttrykket for fy (y) kan skrives
1 - Y
fr(y) = Wyzﬂ ! GXP(—i),

siden I'(2/2) = I'(1) = 1. Dette er sannsynlighetstettheten for en kjikvadratfordelt
stokastisk variabel med 2 frihetsgrader. Dermed har vi vist at ¥; = 251In(X;) er kjik-
vadratfordelt med 2 frihetsgrader, dvs. Y; ~ x3.

La Z =28>" In(X;). Med Y; = 28 In(X;) har vi at

n

7 = 25271:111(&) = Zn:2ﬂln(Xi) => Y.
=1 =1

i=1

Vi har vist at Y; ~ x3, og siden en sum av uavhengige kjikvadratfordelte stokastiske
variabler er kjikvadratfordelt, med summen av frihetsgradene, er Z = 263 " | In(X;)
kjikvadratfordelt med "7 | 2 = 2n frihetsgrader.

Konfidensintervall for 3:

Vi bruker at Z =283Y"" , In(X;) ~ x3,. La a = 0.05. Vi far da at

P(X%—a/2,2n <Z< Xi/2,2n) = l-a
n
P(X%—a/2,2n < 252111()(1‘) < Xi/2,2n) = l-a
i=1
2 2
Xi_ X
P( 1-a/2,2n <B< a/2,2n ) - 1—-a

2350 In(X;) 2370 In(X;)
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Et 95% konfidensintervall for S blir da

23 05 In(z:)

Insatt observerte verdier far vi

< B <

2 2
[ X1-0.025,2n X0.025,2n ]

23 5 In(w:)

9.591 34.170
= [1.41,5.04).
[2-3.39<5<2~3.39} [ ’ ]
Oppgave 4
a)
- 0 hvisz <0,
F(x) = fl)dz = % hvis0<z<0,
o 1 hvisz > 6.
Hf () 4F ()
1/6 | 1= |
\ \
\ \
\ \
| | >
6 x 0 x
0,4
P(X <0,4/6 =2)=F(0,4) = 50 =0,2
b)

n L hwis0<z;<0Vi=1,2,....n
L(0) = z) = {7 - .
() Z]-;[lf( i) {0 ellers

Ved & skissere opp L(f) ser vi at den maksimeres for den minste verdien av
0 der 0 > max(xy,xa,...2Ty). D.v.s § = max(Xy, Xo,... Xy).

c)

G(y) = P(Y <y) = P(max(z1,x2,...,2,) < Yy)
=Plz1 <yNzy<yn...Nz, <y)
=P(z1 <y)-Plxa<y)-...- Plxzn <y)

1
(y) - Fy)-...- F(y) = (F(y)"

P
P
F
0 hvis y < 0,
= {(z)n hvis 0 <y < 46,
1

hvis y > 6.
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Vi finner sannsynlighetstettheten til Y ved a derivere den kumulative fordelingsfunksjo-

nen:
0 hvis y < 0,
g =G ={n®)"" 6 Wis0<y<o,
0 hvis y > 6.
L his0<y <9,
0 ellers.

d) Skal vise at estimatoren var ikke er forventningsrett.

E() = B(Y) = / Ty g dy

—0oQ

0 n—1 0 n
_ Y _ g
—/0 y-n on dy /0 n&" dy

[ n y”"’l} 0 n gn+1

n—i—ll on 0:n+1. gm
n

= -0 #£0

n—+1 7

Dvs. 8 er ikke forventingsrett. Skal bestemme k£ slik at 0 = kY er forventningsrett.

EB) =06
U
E(kY)=k E(Y)=k nzl =0
U
k:n—i—l
n

e) Finner forst fordelinga til Z = 6/(kf) ved hjelp av transformasjonsformelen

f2(2) = fy(y(2)) - [y (2)]
der

Fordelinga til Z blir da

fz(z) =

n(zzzln_l O=nz""1 for0<z<1
0 ellers

Da har vi at
P(L,<Z<U,)=0,9
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der L, og U, henholdsvis er 2,5% og 97,5% kvantilene til Z-fordelinga. Dermed gjenstar
det bare & bestemme kvantilene.

L,
fz(2) dz = 2"} = L7 = 0,025
0
\
L, = %/0,025
U-

fz(2) dz=[z"]* =U" =1 0,025
0

A8
U, = v0.975
Dermed kan vi sette
]
P («"/0,025 < 0 < v 0.975) =0,95
N3

0
Pl — <0< ——
(k v0.975 k\”/0.025>

Innsatt for £ blir da konfidensintervallet

=0,95

nf nf
(n+1)0.975" (n+1) \"/0.025] '
Med n =10 og y = 0,46 far vi

10+1

0 10

-0,46 = 0, 506,

og konfidensintervallet blir

10 - 0,506 10 - 0,506
11- ¥0.975 7 11 - ¥0.025
= [0,461 , 0,665)].
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