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Lgsningsskisse

Oppgave 1

a) Minste kvadraters metode tilpasser en linje til punktene ved & velge den linja som
minimerer kvadratsummen

n

SSE =Y (yi — a — Bx;)?

i=1
av avstanden fra hvert punkt til linja. Derivasjon av SSE med hensyn pa parametrene

o og [ gir

E E
@:—22 —04—,3.%'1') og @:_225@ Yi 04—,3.%'1').

Setter vi de deriverte lik null, far vi

n n

Z(yi —a—fr;)) =0 og in(yi —a— ;) =0,

i=1 i=1
og, nar vi deler pa n,
y—a—pr=0 and ny—oza:— lZn::L“?:O
iYi n 2= .
Lgser den fgrste likningen for «, og far

a:y_ﬁxa

som innsatt i den andre likningen gir

n
%inyi— (y—Br)z — B Zw =0,
=1

1T 2 _ 72

1 n 1 n 1 n I,L‘,L‘—__
*E J:iyi—yx+ﬁ<x2—§ x$>_0:>5 Z =L y -y
i=1 i=1
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Ganger vi med n i teller og nevner i det siste uttrykket, far vi

n —
Zizl Ty — nxy
n 2 -9
die T —NT

For fa de oppgitte estimatorene bytter vi ut y; med den tilsvarende tilfeldige variabelen

8=

Y;, altsa -
5 2 Y —nzY ~ o e
= = og a=Y —pz.
’ Yy xf = na? © ’

b) Utgangspunktet er

P (-%2,0.025 < s/\/% < tn2,0.025> =0.95

Lgser hver av ulikhetene for 8 og far

(5 - 5) —8tn—2,0.025 5
—tn—2,0.025 < — = — —— < fB-p
s/ > i (wi — T)? S (zi— )2
~ t_
Ny 5tp—2,0.025 -3

> (xi — )2
og

B-8 A 5tp—2,0.025
( ) <tp—2002 =L —B< =

s/\/ 2 (wi — T)? 2 i (i — 7)?

A Sty—
~8>p— n—2,0.025

Sy (wi —3)%

Dermed har vi

A t,_ N tr—
p (5 Snn 2,0.025 . <B<f+ Snn 2,0.025 2) — 0.95,

i=1\Li — T i=1\Li — T

Og konfidensintervallet blir altsa

A Stn—2,0.025 5 8tn—2,0.025
B - nn — 2”8 + nn =2 |
Vi (@i — T)? S (zi —7)

Vi har n = 28 og tabelloppslag gir kvantilen t,,_2 0.025 = t26,0.025 = 2.056. Innsetting av
tallverdier gir estimatet § = —5942/36517 = —0.16. Vinnertiden forventes & forkortes

med 4 - 0.16 = 0.64 sekunder mellom etterfplgende olympiske leker. Videre er 95%-
konfidensintervallet for stigningstallet lik (—0.199, —0.126).

c) Vilar zy = 2016, og vi har & = 109.26 + 0.1627 - 1954.5 = 427.3. Den predikerte tiden
er Yo = &+ 20168 = 427.3 — 2016 - 0.1627 = 99.3, altsa ca. 1 minutt og 39 sekunder.
Vinnertiden i 2016 har 95%-prediksjonsintervall

- (w0 — @)
Yo+t —2,0.0258 14+ —=—F—"— +1/n.
! > i (i — )2 /

Med tallverdier innsatt blir det (91.8,106.7).
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d) Vi har Yo = & + 2083 = 90, som betyr at

90 — & 90 —427.3
= = = - 2073.
T —0.1627

De forste olympiske sommerlekene etter 2073 finner sted i 2076.

Modellantakelser: Det ser ut til at vinnertidene fglger en ikkelineser trend i tid. Om
vi bruker den tilpassede modellen til & ekstrapolere bakover i tid, ser vi at den tilsier
at vinnertiden i ar 0 ville veert 427 sekunder, hvilket er urimelig. Ekstrapolererer vi
tilstrekkelig langt framover i tid, predikerer modellen dessuten negative vinnertider,
hvilket er umulig.

Modellantakelsene kan kontrolleres ved hjelp av residualplott. Ser residualene e¢; = Y;—-Y;
ut til & ha en trend? Ifglge modellen bgr de veaere nsermest uavhengige og identisk
normalfordelt.

Oppgave 2
a) Y ~ n(y;500,80). Transformerer Y til standard N (0, 1)-normalfordeling.

Y —500 550 — 500 5
— Prob(Z > 2
80 g0 ) = Prob(Z>g)

—1—Prob(Z < 2)=1-®(0.625) = 1 — 0.734 = 0.266.

Prob(Y > 550) = Prob(

\%

co| ot

Y1 —Ys ~ n(y;0,/2-80). (Lineserkombinasjonen av to uavhengige normalfordelinger
er normalfordelt, sjekk forventningsverdi og varians ved de vanlige regnereglene.)

Da kan vi regne ut sannsynligheten for at malingene avviker med mer enn 80 g/tonn.

Prob(|Y; — Ya| > 80) = 1 — Prob(—80 < Y] — Y5 < 80)
80 Y1-Y, 80
< < )
80v2 ~ 80v2 802
V2 V2 -2

=1 Prob(—~~ < Z < ) = 2Prob(Z < — =) = 28(~0.707)

=1 — Prob(

=2-0.24 =0.48.

b) Setter inn 7 =20, 21 = ... =25 =0 og 6 = ... = x19 = 40 i uttrykket for B.

10 5
S0 20y + X020y, 20 (S0 - X0, V)

B=== =
S, 202 10-20°
10 5
i I I
_ 23—6 32002]_1 J ,som skulle vises.
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| 20
A:Y—Bx:mzle—QOO ZYJ-—Z_:Y ZY

A er skjeeringspunktet regresjonslinja har med y-aksen. Det er kanskje ikke s& rart at
gjennomsnittet av malingene ved x = 0 er et estimat for denne verdien? (I hvert fall nar
maélingene bare er gjort for to z-verdier.)

Var(B) ZVar )+ ZVar = % = i
2002 © 2002 4000°

c) Med bare to malepunkter, kan vi estimere variansen i hver ende for seg, dvs at vi
beregner s?, og s%. (Husk at malingene ikke har samme forventningsverdi i de to endene
av gruva, sa vi kan ikke se pa alle som ett datasett.) Ettersom vi antar samme varians
i begge ender, er gjennomsnittet av s%/ og 82E et godt estimat for o2.

Mer formelt, vi har en to-utvalgssituasjon, og kan da bruke 312, fra pensum. Denne sikrer
x2-fordeling og T-fordeling. Brukes estimatoren for variansen fra regresjonsanalysen, far
en ogsa samme resultat.

5 — 10 _
o 1 (4 52) = 1 (Xl — ) Y= Up)’
9 \TV T OE) T 5—1 5—1
1L 10 26064 + 22720
= [ Wi =)+ Dy —9p)? | = ——5——— =609,
=1 =6

Hypotesene blir:  Hp: =12 mot Hy: > 12.

Vi baserer testen pa estimatoren B Siden variansen til B er ukjent, bruker vi estimatet

Sk = 4800 = 1.525 i stedet for m

Testobservatoren, BSB , er T-fordelt med 8 frihetsgrader. Det er n — 2 frihetsgrader
denne gangen, fordi vi bruker "pooled” varians, eller, som sagt, variansestimatoren fra
regresjonsanalysen. (Estimert varians er basert pa to gjennomsnitt, 7y, og 7. Da er det
ikke s& urimelig at vi mister to frihetsgrader?) Med oppgitte data blir stigningstallet

10 5 _ _
2 =Y~ 2j—1Y% _Yg— Uy

b=
200 40

=17.

Gjennomfgrer hypotesetesten.

b—12 1712
sp /1525

som betyr at vi forkaster nullhypotesen pa signifikansniva 5%.

=4.05 > t0.05,8 = 186,
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d) Fra det forste uttrykket for B far vi

0.2

Var(B) = —22:1(%' —o

Variansen er liten for 37, (z; —7)?% stor. Altsa vil vi ha alle |z; —Z| s store som mulig.

Nar 7 er fast, bor z;-ene legges til endene, som i denne oppgaven. (Det kan vaere andre
grunner til & spre malepunktene, f.eks. for a vurdere om dataene tilnsermet fglger en
rett linje, her var det antatt kjent.)

PN 1 (w0 — 7)? 1,
Var(Yo —Yo) =0’ |1+ —+ == | = — 0
no >0 (v —T)? 10

nar ro = T. Punktestimatet blir yp = a + bxo = yy, + 17 - 20 = 470.

Vi benytter fortsatt estimatet S? for o2, derfor fortsatt T-fordeling med n — 2 frihets-
grader. Prediksjonsintervallet blir derfor

11
(o £ toos.s - 5/ 15) = (470 £ 2.306 - V6098 - VL.T) = (281.1,638.9).

Den nye malingen, 600 g/tonn, ligger innenfor prediksjonsintervallet, s vi kan ikke
konkludere med at den eller modellen er urimelig.
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