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TMA4115

Plenumsregning 13: Andre ordens
differensiallikninger

Ekstraoppgaver

Oppgave 1-2 ¢)
Gitt fglgende andreordens differensiallikning

y'+y=0

1. Skriv om til et system av farsteordens differensiallikninger.
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ii.  Finn en generell basis for lasningsrommet og skriv generell Igsning.

En modifisert
oppgave @

Teorem 14.2 (forkortet)

Lasningsmengden til en homogen, annenordens differensiallikning

y'(®) +ay'(t) +apy() =0

er et to-dimensjonalt, reelt vektorrom utspent av to linezrt uavhengige funksjoner. Vi har 3
ulike tilfeller:

1) yl(t) = e}tlt Og yz(t) = e}kzt thS /11 * ).2, AliAZ ER
2) y,(t) = e cos(bt) 0og y,(t) = e*sin(bt) hvisAd; =a+bi, 1, =7, A;,1, €C
3) y,(t) = e* og y,(t) = ter hvisA € R
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M(A'AI):O <= l[ -1 - X\ =<-7Ql"f‘(—{)= 7L2'+‘[ =0
&\ =-1

Z =+l Ay =L
& —_ .
*=0,b=A 2_7\7_=7\.1"(«

a.=0
b=4

%M6 ok +
(61(0 - ¢ cos(bb) = cos &)
i % L({:) R YNC O mn(t

Gon Losn. (&) =Ll gy (6) - eodb) +pint)
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Oppgave 3 b)
Finn en partikuler lgsning for

y'" +y = cos(t)

" + ‘t -

For en inhomogen, annenordens differensiallikning, dvs. en likning pa formen

y'(®) +ayy() + agy(t) = f(8),
kan vi finne en partikuler lgsning, y,, ved hjelp av fglgende formel:

B y1(O)f (£)
Ye(®) = 2(t) f Y1)y, (8) — y2(©Oy; ()
y2(8)f(t)

~n®) f Y1)y, () — ¥ (O)y1(t)

dt

dt

Gt;a %(ﬂ?{, O}K’/Oﬁa#@? yh({') = (,15,’0\;&))4— (Lb(‘,f\(.{’)
%400) g&(,{:)

% : ﬁ(i:) = coslk)
k) = Cos(k) tdLU:) = (k)
ds CARIEININES ‘dﬂm = coslk)

cos(t). coslt)

el = Anlt cos(E)os ) - pin ) (- pinlt))
f 2nlt). coslh)

- 05 L)) Cas(£)cos (F) - pin ) (- pinlt))
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7‘({: ML) -cos(E)
- /vm(.@f 2Lt:\+ 2(1) de - cosE) | cos™ME) + Arn Qc)cw;

cos?(t) + sin?(t) = 1

= n Uc)fcoslai) ok — cob(’c)]/y'u\@c)wsﬁﬁdk

@ AM\GD\J Ax - oosﬂ:)j ke

- 2@ (G wn@d 2 + oot #cos@ﬂ

.

Z mnlh)- (@) + &Mr\(a + q cos (&) cos (@K

= 5 U 4in @) + ol cos@)) + 5 ain®) GED

+
+ Cos(k) ) 2 ()
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Qidan Jaodn ef S dormvuun~e YY) = >nb) +Upll)
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Eksamen hgst 2019

Oppgave 2
Finn lgsningen til initialverdiproblemet

y' =3y +2y=e*  y0)=y(0)=1

i , _ LA
972 T E
(0) =1
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Teorem 14.2 (forkortet)

Lasningsmengden til en homogen, annenordens differensiallikning

y"'(t) +a;y'(t) + apy(t) =0

er et to-dimensjonalt, reelt vektorrom utspent av to linezrt uavhengige funksjoner. Vi har 3
ulike tilfeller:

4) y,(£) = eMtog y,(t) = et

hvis 1, # 4,, A, A, ER

5) y,(t) = e* cos(bt) 0g y,(t) = e*sin(bt)  hvisAd, =a+Dbi, 1, =7, A;,4, €EC

6) y1(t) = e 0g y,(¢) = te** hvis A € R
y1()f(¢)

o) = y2() ] y1(©)y; () — y2(0)y; () a

2 (O)f(t)
~n® j MOHGEIACIAG

A Ya= < »,
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%Uﬂ =

(0) =4
IR - {,L%'CO)A

%COD :C/{g-*cg\e,o = & C,4+C,9\:)\

%’CU = ~

2

: . -0
Roﬂ—@QO—FQ-Oej - <= CA*QCQ—P(:)’

(d'(o) = C/| 6O+ &CJ\C
S C{ —+ Q\.C,g\’ =0
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Eksamen var 2017
Oppgave 2 a)
Finn to lineaert uavhengige lgsninger av den homogene differensiallikningen

y'+2y"+2y=0

(d“Jr;l%' +£l% =0

@'om&e% Fnne A -ens

a9 =0
o\,bc,ijomqu
. Z =o4bl
’oz,f’\/g,k—l‘l'{‘l ) ,&t_&_‘_ . 67\,i = - {+cC {0(.*— A
A= 2 L La,--A-C o= 1

" ) = ™ cos(bb) = e Cos(})
> g 2 Lin. v, fesn

Ot _
(aa L)=¢ pinlbt) = e © s (D

Eksamen hgst 2017
Oppgave 4
Likningen for en udempet tvungen harmonisk bevegelse er gitt ved

y"'(t) +y(t) = cos(t - 2)
a) Finn den generelle lgsningen til den homogene likningen.

%" (£) + %oa = os(E-2)
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| trdd med Teorem 14.2 finner vi farst egenverdiene for sa a skrive opp den
generelle, homogene lgsningen:

Al -0 = A0-00 =2 Ay=-C
Then
4.9

LFEL A e =

b) Finn den generelle lgsningen til den inhomogene likningen.

Na skal vi finne den generelle lgsningen til den inhomogene likningen, altsa til:
(3 "&) + td (&) = costtQ)

Vi husker at den generelle Igsningen av den inhomogene likningen er summen
av homogen og partikuler Igsning:

(%(yimm %&)= —HjP(t)

Den generelle Igsningen av det homogene problemet fant vi i a), sa det holder a
finne en partikuler Igsning.

Nole & #,.Nu. (t)
P
| en tidligere oppgave brukte vi formelen fra forelesningsnotatene, men den er

ikke sa lett & huske... Derfor skal vi na bruke en annen strategi — Vi skal nemlig
gjette pa en lgsning av samme type som f(t).

- | = - +bsin (-
é’(’mﬂ(# : %w %P(,t) ocos (-2) +bsin 2)
Vi finner y,” (t):

(dpf'(@ = - L COS GT ‘o(D *bSlﬂ OC ’93

Deretter setter vi inn for y,,’(t) og y,,”(¢) i den originale differensiallikningen
(altsa den inhomogene), og vi haper a fa at dette blir lik cos(t — 2):
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(# Lé - c,o_sa—. -Q)

daﬂ
(
- oo -2)-lbsin(-L) + ccos (E-D+ban k-0) = cos(E-2) 5/’
- —— —~—— ) ¢ ~ _ >

Men na vil venstre side av likningen veere 0, altsa ikke cos(t — 2). Dermed
funker ikke denne y,(t)-en. Vi md gjette noe annet. Vi legger til en faktor ¢ i
hvert ledd og praver pa nytt:

Crews o (€)= ok cos &) + egn (E-2)
Lap”(@ - AoonE-D) - gk oot -2) + W o5k -2) - e sin (L -R)

Vi setter inn for y,, og y,” i den opprinnelige differensiallikningen:
[4

%P . %P = 606(15’9)
- Aomnte -2) ~ Ok COS &-2) + o cosl - A) —ksin (b —2)

+ qrcos R+ bkainle-2) < cosle-2)

Ettersom sinus 0g cosinus er linegrt uavhengige kan vi sette koeffisientene til
sinus-leddene pa hver side av likhetstegnet lik hverandre OG koeffisientene til
cosinus-leddene pa hver side av likhetstegnet lik hverandre:

ésm: Qo - Ak =0 _bgz =0 5§ =0
) . ’ \ _—— -vp ‘ ;/
o -+ Ao +glk= 1 X =1 o= 14

Ettersom a = 0 forsvinner at cos(t — 2) fra y, og vi star kun igjen med
falgende partikulzere lgsning:

> yplt)= Zksin@D)

Den generelle lgsningen pa differensiallikningen er som kjent summen av den
generelle lgsningen til den homogene diff.likningen og den partikulzere
lasningen:

= %= Ljhj- %P = O wst@ -+ CQ\SW\C{) *%Jc Jan Uc 'QD




