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Plenumsregning 12: System av
differensiallikninger

Ekstraoppgaver

Oppgave 2
Finn generell lgsning av Ay = y' nar
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Oppgave 3
Les initialverdiproblemene Ay = y’, y(0) = y, nar
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Oppgave 1
Finn generell lgsning av systemet Ay = y’ og skissér faseplottet nar
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Vi skal skissere faseplottet til A. Det gjar vi ved a farst finne den generelle
lasningen til likningssystemet. Den generelle Igsningen er jo, som kjent,
avhengig av egenverdiene og egenvektorene til matrisen, sa vi ma finne dem.

%CM lean. Cg(ﬂ = 01\‘716. (Ve
Vi har 3 mulige tilfeller avhengig av egenverdiene til A:

3 ML UHS

)7, )116 o A+

DA, Ae @ M+, 2 =2,
m) Aelil

Husk: Egenverdiene er rattene til det karakteristiske polynomet det(4 — AI) =
0. Vi regner ut disse farst, og sa ser vi hvilket tilfelle vi havner i:

R
O dr(A-2T1)-0 f 7;;_1 > Tilerte 1)

Vi har altsa to distinkte reelle egenverdier og befinner oss i tilfelle 1.

Vi finner sa de tilhgrende egenvektorene:

(2) (A2 1)7,= 0 b e 21,2

SN

Den generelle lgsningen er altsa:
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Nar vi na skal tegne fasediagrammet bruker vi fglgende tabell (se
kapittelnotatene s. 5):

Fasediagram: To distinkte, reelle rotter

A elt ve/lt
> 0 (pos.) gker bort fra origo
=0 konstant star i ro
< 0 (neg.) minker mot origo
e Huvis A er positiv, vil e*t gke, og da vil leddet ve? bevege seg vekk fra
origo.

e Hvis 1 =0, vil e* veere konstant, og da vil leddet ve?! sta i ro.

e Huvis A er negativ, vil e** minke, og da vil leddet ve*t bevege seg mot
origo.

Vi har én positiv og én negativ egenverdi:

26 N~ 2
3P0 e ghu S e 8afp_o&_+m.odﬁo

-t SN
M <o = e minu = e gor o onge

Hvordan tegne diagrammet i dette tilfellet:

e Tegn farst linjer gjennom egenvektorene.

e Tegn inn deres bevegelser (bort fra/mot origo) som piler.

e Med en positiv og en negativ egenverdi vil de rade og de bla kurvene ga i
motsatt retning. Dette gir oss en slags sadel.

e Vi kan tegne flere kurver (tilsvarende ulike initialbetingelser) ved a
«falge bevegelsen til pilene.
% n
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Vi kan verifisere at vi har tegnet riktig ved a bruke GeoGebra

(https://www.geogebra.org/m/utcMvuUy):
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Vi begynner med a finne den generelle Igsningen vha. egenverdiene og

egenvektorene til matrisen. Denne gangen gar vi gjennom utregningen for

egenverdiene for repetisjon:
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Teorem 13.16

a + if3 # 0 kompleks egenverdi for 4, v tilhgrende egenvektor.
Da danner

y,(t) = e* (Re(v) - cos(Bt) —Im(v) - sin(pt))
0g

y,(t) = e*(Re(v) - sin(Bt) + Im(v) - cos(Bt))
en basis for reelt lgsningsrom til

.

R.(G)=13
A &

A=l +oYal

72;_;) % 51 (k) - e:lc ([%] cos(T2L) = | 1 minlfz t))
%Lﬁ = @:k([é] /W\(ﬁ E) - cos(12 Ov

= gl- ¢y, ) + (0 (&)

Fasediagram: To distinkte, komplekse ratter

z=a+ Pi, a,f €ER, z€C



TMA4115

a bevegelse

> 0 (pos.) spiral bort fra
origo

=0 sirkuleer

< 0 (neg.) spiral mot origo

e Huvis a-leddet er positivt beveger spiralen seg bort fra origo
e Hvis a-leddet er 0 har vi en sirkulaer lgsning

2. april 2024

e Huvis a-leddet er negativt beveger spiralen seg mot origo
Vi er i sistnevnte tilfellet fordi « = —1:

-t = Ll = @rwmofg%o

— _A _ |
ﬂiﬂcﬁi = !

Lesningene kommer altsa til & bevege seg i spiraler mot origo. Men hvilken vei?

e Viregner ut Au for ulike punkter, gjerne (1 0)7 og (0 1)7, og tegner inn
de resulterende vektorene som piler i punktene.
e Lgsningene vil fglge pilene.

Se kapittelnotater s. 7 for mer utfyllende forklaring.
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Med en gitt initialverdi y(0) = y, har en entydig lgsning.
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Du kan anta at lgsningsrommet er tredimen

Vis at systemet

Oppgave 8
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Husk: Dersom A; er en egenverdi til A, er den algebraiske multiplisiteten
til A; lik dens orden (altsa eksponenten) som rot i det(A — AlL,).

Den geometriske multiplisiteten til en egenverdi er antall linegrt
uavhengige egenvektorer assosiert med den, dvs. dimensjonen til
nullrommet av (4 — Al,).
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Teorem 4.20 + 6.12 (utdrag fra «Yndlingsteoremet»)

Apxn, bpxq Vektor

)i A inverterbar & Ax = b haren
entydig lgsning.
i) A inverterbar & det(4) # 0

UL(B)=-6 0 —=—> B vwrksbur

= R =3’D ha, en ENTODI G
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Eksamen hgst 2018

Oppgave 3

Finn generell lgsning av systemet
Y1 ="7y1— 2y,
Y2 =21 + 2y,

og skisseér fasediagrammet.
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(2) Furediogramm

Ay eR T F2,

Fasediagram: To distinkte, reelle rgtter

/‘l elt velt
>0 gker bort fra origo
=0 konstant star i ro
<0 minker mot origo

3t JRERCE
N 370 = e o = Ve gasood o o

For a tegne fasediagrammet:
e Tegn inn linjer gjennom egenvektorene (red og bla).
e Tegn inn bevegelsen til linjene (vha. tabellen ovenfor).

o Ettersom e > e3t vil lgsningene tendere mot v,e®* (altsa bevege seg
mot den bla kurven) med gkende ¢.

12
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Eksamen var 2017 (ikke gjennomgatt)
Oppgave 6

Lad = [_23 _34]

a) Finn egenverdiene og de tilhgrende egenvektorene til A.
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b) Lws initialverdiproblemet

X () = Ax, x(0) = [127

50
og finn x(5).

150
Ao INP 2 =Ax &) m x(0)- [ 50]
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