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Plenumsregning 5: Vektorrom

Ekstraoppgaver

Oppgave 1
Svar med begrunnelse pa fglgende sparsmal:

a) Er mengden av alle lgsninger (x,y, z) i C3av likningen
x—y+z=0

et underrom av C3?

do O+ E(%,g,zﬂ e,d:sl %'(g”& - OYJ

Definisjon

IV mengde
2 operasjoner:

e Addisjon av vektorer: u + v
e Skalarmultiplikasjon: cu

For at V skal vaere et vektorrom, ma vV vere:

o Lukket under addisjon
o Lukket under skalarmultiplikasjon

I tillegg ma vektoraksiomene (V1-V8) vare oppfylt

Definisjon

Et underrom av et vektorrom V' er en delmengde U < V som i seg selv utgjar
et vektorrom, med addisjon og skalarmultiplikasjon definert pa samme mate

somiV




TMA4115 6. februar 2023

Teorem 7.9

For U € V, U er et underrom av V dersom

1) Nullvektoreni V liggeri U

2) (u+v)elU VYuvelU (lukket under addisjon)
3y cueU VYueU, cskalar (lukket under skalarmultiplikasjon)
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For a finne ut om (u + v) ogsa er i S ma vi sjekke om denne vektoren oppfyller
betingelsene for a veere i S Sa, for disse verdiene av x,y,z, erx —y + z = 0?

(Uwfm - ( uyﬁ\/z) - (ugwgﬁ £0

Vi sjekker med a lgse opp parentesene og flytte litt rundt pa leddene:

e s
d:OroQ}/ i}é$ (FO(‘OL& 665

= ((i,*i—’\%w eSS

Dermed er S lukket under addisjon.

N4, er S lukket under skalarmultiplikasjon?

@ er ned ¥ ued, cel?

Vi lar u veere en vektor i S. Da vet vi at u; — u, + u; = 0:
Uy
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Oppgave 2

La V vere et vektorrom, og la U; og U, veere to underrom av V. Hvilke av
falgende pastander kan vi da konkludere med?

b) Unionen U; U U, er et underromav V.,

O
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Teorem 7.9

@ Er 0e), LU,
e do {mju Oel) (c?, ﬁow 0,
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Oppgave 7
La V vere et vektorrom. Vis at fglgende pastander falger fra vektoraksiomene.

(Vl) (u+v)+w=u+ (v+w) for alle vektorer u, v og w.
(Vektoraddisjon er en assosiativ operasjon.)
(V?) u+ v = v + u for alle vektorer u og v.
aksiomer (Vektoraddisjon er en kommutativ operasjon.)
for
addisjon (VS) Det finnes en vektor 0 slik at u+ 0 = u for alle vektorer u.
(Vektoraddisjon har et identitetselement.)
(V4) For hver vektor u finnes en vektor —u slik at u + (—u) = 0.
(Vektoraddisjon har inverser for alle elementer.)
\
r
(V5) (ab) -u=a- (b-u) for alle vektorer u og alle skalarer a og b.
(Skalarmultiplikasjon er kompatibel med multiplikasjon av skalarer.)
aksiomer (VG) 1-u = u for alle vektorer u.
for (Tallet 1 er identitetselement for skalarmultiplikasjon.)
skalar-
multi- (VT) a-(u+v)=au+ av for alle vektorer u og v, og alle skalarer a.
plikasjon (Skalarmultiplikasjon er distributiv over addisjon av vektorer.)
(VS) (a+b) - u = au+ bu for alle vektorer u, og alle skalarer a og b.
(Skalarmultiplikasjon er distributiv over addisjon av skalarer.)

\

b) Hvis u + v = u + w for tre vektorer u, v, og w i V, sa folger det at
V=W.

\/ck. \/ wedtorromn
R,v, B eV

- IS ~
w+v = W +W

VL Mse: T = W 6
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Oppgave 10
a) Finn en basis for »,.Vis at det faktisk er en basis.

%:(iw’“ Wwwgmwi a?dwipufuc,ﬁ

Er %(,fx,fx?‘j en- Lranis O(az
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Definisjon

En basis for et vektorrom V er en mengde

B = {BlrﬁZI '"1ﬂn}

vektorer i V som oppfyller falgende betingelser:

1) Vektorene spenner ut V, dvs. Span{f}y, B85, ..., Bn} = V.
2) Vekorene er lineart uavhengige, dvs. c; 1 + o2 + -+ ¢, B =
0 © c;,=c,=...=c, = 0forc; skalarer.

I
@ Spyu\.%hf)(,q(zj - ?,2
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b) Hva er koordinatene til polynomet p(x) = 1+ 2x + 3x?2 i basisen du
fant for »,?
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Eksamen Kont 2019
Oppgave 2
La A veere en reell m X n-matrise.

a) Skriv ned definisjonen pa nullrommet til A. Vis at nullrommet er et
underrom av R™. Vi ser pa matrisen

2 4 0
A=|-5 —4 6]
1 -2 -4
o
2 4 0
A-|-5-4 6
| -2 4
Definisjon

Nullrommet til en reell m x n-matrise A er lgsningsmengden til likningen
Ax = 0, altsa delmengden:

Null(4) = {x € R*|Ax = 0}

av R™.

X
N (A) = § %elR AR =5

Teorem 7.9

@ e, BC'\)UU{L(@V)? Z
Lbﬁao o A = Jﬁor(?( >
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B Er (L)eNwth) ¥ @eNwe (P, ¢ rteadar !
B A () -0 ¢

=MAN(a)-2 o

Swrt 0-3) gir ar NuttR) BE @ unairom aur R

b) Ligger
1 2
[ 2 ]eller [—1]
-1 1

Finn en basis for Col(A) og en basis for Null(4). Bestem dimensjonen pa
disse underrommene.

I nullrommet til A?

S |4 vl -l

- |
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(D Lot CA) =1

Definisjon

Kolonnerommet til en reell m X n-matrise
A = [al a2 an]

er underrommet av R™ utspent av kolonnene i A:

Col(4) = span{a,,a,, ... ,a, }

OPPSKRIFT

I.  Gauss-eliminer A.
Ii.  Finn pivotelementer.

ili. Kolonnene i 4 som har ledende enere i den reduserte formen
danner en basis for Col(A4).

v v
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Teorem 7.27

La A vaere en m X n-matrise. Da er

dim(Null(4)) + rank(4) = n

(2 chion (NuL(AD) g (ot A
4
i NULLAY) = - roonle (#)
/
# Holonnws @

MCNW,L(Prﬂ =3-2 =4

1

@M =515 = Sp @

Oppgave 12
La A veere en m X n-matrise hvor m < n. Hvilke av falgende pastander kan vi
da konkludere med?

a) dim(Col(4)) > 0

A mere dim (CCot(AY)) >0 1

NRIV L.
(o O O)
A=\° 0 o

Jngun poisot e = cim (Lot () = 0
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b) dim(Null(4)) > 0
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