Kapittel 10

Egenverdier og egenvektorer

Som tidligere, gnsker vi tenke pa en m X n-matrise,
som en funksjon fra R™ til R™. Og vi har sett at slike
funksjoner har spesielle egenskaper; og kalles lineser
transformasjoner. Altsa, hvis A er en m x n-matrise,
s& gir A en transformasjon f4

fa(v)=Av

fra R™ til R™.

Hvis A er en n X n-matrise, altsa en kvadratisk ma-
trise, sa sender den vektorer i R™ til andre vektorer
som ogsa er i R™. Generelt kan vektoren Av vzere vel-
dig forskjellig fra v, men noen ganger er den ikke det.
Hvis virkningen av A pa v er det samme som & bare
gange opp v med et tall, sa kalles v en egenvektor
for A, og tallet kalles en egenverd;.

La for eksempel
1 1
Pl

Daer A B] = B} =2 E], sd 2 er en egenverdi og

} er en egenvektor.

I dette kapitlet skal vi se hvordan vi kan finne alle
egenverdiene og egenvektorene til en matrise, og vi
skal se noen interessante egenskaper de har. I de
neste kapitlene skal vi se fine anvendelser av disse
begrepene.

Definisjon av egenverdier og egenvektorer

Vi ser forst pa et eksempel.

Eksempel 10.1. La A vere fglgende 2 x 2-matrise:
1 3
A=l 3
Husk at vi som vanlig kan tenke pa vektorer i R?
som punkter i planet. Vi vil se pa hva som skjer med
punkter i planet nar vi ganger dem med A, altsa nar
vi sender en vektor x til vektoren Ax.

Vi velger folgende fire vektorer og ser hva A gjor
med dem:

s fi]- =[] o= =B

Vi far:

dey = m , Aey = [_33]  Au = [_27] » AV = {3]

La oss tegne opp de fire vektorene, samt vektorene A
sender dem til, som punkter i planet.
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Matrisen A kaster vektorene rundt ¢ planet

Vi ser at matrisen sender de fire eksempelvektorene
vare i forskjellige retninger. Men akkurat vektoren

-l

er interessant. Det som skjer med den er at den blir

sendt til
9
6 b

men det er jo det samme som 3 - v. Virkningen av
matrisen A pa akkurat denne vektoren er altsd bare
& skalere den opp med 3:

Av = 3v A

Teorien om egenverdier og egenvektorer handler
om & identifisere slike situasjoner som den vi sa i ek-
sempelet, der virkningen av en matrise pa en vektor
blir det samme som & bare gange opp vektoren med
et tall, altsd Ax = Ax for et tall A

Husk at det & gange med en n X n- matrise er en
linegertransformasjon fra R™ til R™, og vi kan define-
re egenverdier og egenvektorer for linesertransforma-
sjoner T': V' — V for alle vektorrom V ved samme
egenskap.

Definisjon. La T: V — V vare en linezrtransfor-
masjon. En skalar A er en egenverdi for T' hvis det
finnes en vektor v # 01 V slik at

T(v)=X-v.

Vektoren v kalles en egenvektor for T som hgrer til
egenverdien \. Nar T er gitt ved en n X n-matrise
A, sa sier vi ogsa at A er en egenverdi for A og v er
egenvektor for A som hgrer til egenverdien \. VAN



Merk. Husk at
T(0)=AX-0,

er oppfylt for alle linesertransformasjoner T' og alle
tall A. Hvis vi hadde tillatt nullvektoren som en egen-
vektor, sa ville vi altsa fatt at alle tall er egenverdier
for alle T'. Da blir egenverdibegrepet ganske menings-
lgst. A

Eksempel 10.2. Vi ser igjen pa matrisen A fra ek-
sempel [10.1]. Vi sa at vektoren

-l

Av = 3v.

Altsa er 3 en egenverdi for matrisen A, og at v er en
egenvektor som hgrer til egenverdien 3.

Det finnes flere egenvektorer. Hvis vi ser pa en vek-
tor som er parallell med v, altsd som er pa formen
w = c¢- v der c er et tall, sa far vi:

Aw =A-(ev)=c- (Av)=c-(3v)=3-w

oppfylte likheten

Enhver slik vektor er altsa en egenvektor som hgrer til
egenverdien 3, forutsatt at den ikke er nullvektoren.

Vi har altsa funnet ut at A i hvert fall har én egen-
verdi, nemlig 3, og uendelig mange egenvektorer som
hgrer til denne egenverdien, nemlig alle vektorene pa
denne linjen (unntatt nullvektoren):

Det vi forelgpig ikke vet, er om det kan finnes enda
flere egenvektorer og/eller flere egenverdier for A. Vi
skal vende tilbake til dette eksempelet om en stund
og finne ut av dette, etter at vi har kommet frem til
en generell metode for & finne alle egenverdiene og
egenvektorene til en matrise. A

Noen generelle observasjoner

I eksempelet sa vi at vi ut fra én egenvektor kunne
finne uendelig mange egenvektorer som hgrte til den
samme egenverdien. Vi formulerer dette generelt som
et teorem. (Beviset far du enkelt ved & generalisere
det vi gjorde i eksempelet.)

Teorem 10.3. Anta at A er en egenverdi for
en lineertransformasjon T:V — V| og at v
er en tilhorende egenvektor. Da er alle multip-
ler cv av vektoren v, der c er et tall som ikke
er 0, ogsa egenvektorer som hgrer til egenver-
dien \. Med andre ord er alle vektorer i meng-
den Sp{v}, unntatt nullvektoren, egenvektorer
som hgrer til egenverdien \.

En annen ting som vi enkelt kan se ut fra definisjo-
nen av egenverdier og egenvektorer, er hva som skal
til for at en matrise skal ha 0 som egenverdi. Hvis vi
setter inn 0 for A i likheten

Av = \v,

sa far vi Av = 0. Det vil si at en matrise A har 0
som egenverdi hvis og bare hvis likningen

Ax =0

har ikke-trivielle lgsninger, og dette er igjen sant hvis
og bare hvis A ikke er inverterbar. Vi formulerer dette
ogsa som et teorem.

Teorem 10.4. Enn xn-matrise A har 0 som
egenverdi hvis og bare hvis den ikke er inver-
terbar.

Videre ser vi at alle egenvektorer tilhgrende ulike
egenverdier er linesert uavhengige.

Teorem 10.5. LaT:V — V vere en lineer-
transformasjon. La vi, Vo, .., V¢ vere egen-
vektorer til T som hgrer til forskjellige egen-
verdier A1, Ao, .., A¢. Da er vektorene vy, va,
.., Vi er lineert uavhengige.

Bewvis. La oss anta at vektorene er linesert avhengige.
La p vacre det stgrste tallet slik at vy, vo, .., v er
linezert uavhengige. Da er v,y en lineserkombinasjon

av vi, Va, .., Vp. Det betyr at det finnes skalarer
ci,...,cp slik at
cr-vi+ - tcpVp = Vpy. (10.1)

Sa anvender vi T pa begge sidene. Fordi alle vektorer
er egenvektorer, har vi T'(v;) = \;v;. Altsd far vi

A vy + -+ Cp)\pr = )\p+1Vp+1. (10.2)

Nar vi ganger lignin 0.1)) med A\p41 og trekker re-
sultatet fra ligning ([10.9), s& far vi

Cl(>\1 — )\p+1)V1 + -4 Cp()\p — )\p+1)vp =0.

N4 husker vi at vektorene vi, va, .., v, er linesert
uavhengige og derfor gjelder det at

c1(A — >‘p+1) == Cp(Ap - )‘p+1) =0.

Fordi egenverdiene Ai,...,A,41 er alle forskjellige,
betyr dette at vi ma ha ¢; = --- = ¢, = 0. Men dette
ville betydd at vp4+1 = 0, noe som ikke er mulig nar
vpt1 er en egenvektor. Altsdé matte antagelsen var
at vektorene vi, va, .., V¢ er linesert avhengige veere
feil. O

Som en konsekvens av dette teoremet far vi det
fglgende viktige resultatet som vi skal se neermere pa
i neste kapittel:

Teorem 10.6. La V vere et n-dimensjonalt
vektorrom og T: V — V wvere en lineertrans-
formasjon. Hvis T har n forskjellige egenver-
dier, sd finnes det en basis for V. som bestar
av egenvektorer av T.




Bevis. La vq,...,v, vere egenvektorer til egenver-
diene Ay, ..., A\,. Vi vet fra teorem m at vi,..., vy
er linezert uavhengige. Siden V' har dimensjon n, fgl-
ger det at vq,...,v, ogsd utspenner hele V. Dette
betyr at (vi,...,vy) er en basis for V. O

Noen geometriske eksempler

For vi utleder den generelle fremgangsmaten for &
regne ut egenverdier og egenvektorer, tar vi noen ek-
sempler der vi kan se geometrisk hva egenverdiene og
egenvektorene ma vaere.

Eksempel 10.7. La A veere matrisen

ny

Al = ol o] =

for enhver vektor (v1,v2) i R?. Virkningen av A er
altsa en refleksjon om diagonallinjen som gar gjen-
nom origo og punktet (1,1).

Da er

Matrisen A refiekterer vektorene om diagonalen
(vektorer markert som -)

Vi ser at alle punkter pa denne diagonalen sendes til
seg selv, s disse oppfyller likheten

Av =,

og er altsa egenvektorer tilhgrende egenverdien 1. Vi
ser dessuten at alle punkter pa den omvendte diago-
nalen reflekteres gjennom origo slik at de oppfyller
likheten

Av = —v

og er egenvektorer tilhgrende egenverdien —1. Da har
vi funnet ut at alle vektorene pa disse to diagonallin-
jene (unntatt nullvektoren) er egenvektorer:

Egenvektorene er pa diagonalene

Men for alle andre vektorer v i planet gjgr refleksjo-
nen at Av peker i en annen retning enn v, s det
finnes ikke flere egenvektorer. A

Eksempel 10.8. La A vaere matrisen
0 -1
=0 3]
som vi oppfatter som en linezrtransformasjon

R? — R2.

vi| |0 =1 jvi| _ |—ve
Al =0 9] B - [
for enhver vektor (v1,v2) i R?. Virkningen av A er
altsa a rotere planet med 90°.

R

Da er

Matrisen A roterer planet

Oppgave

Har A noen egenverdier og egenvektorer?

A

La oss se pa noen flere eksempler pa matriser der
det er veldig lett a se hva egenverdiene er.

Oppgave

Vi ser pa folgende tre matriser:

o Identitetsmatrisen I,,.

e 2 X 2-matrisen

=[; 3

o 3 X 3-matrisen

5 0 0
D=0 =< 0
0 0 1—-2¢

Oppgave: Finn egenverdiene og egenvektorene
til disse matrisene? (Sjekk hva matrisene gjor
med standardbasisvektorene.) Hva gjor det i
disse eksemplene enkelt & finne egenverdier og
egenvektorer?

Hvordan finne egenverdier og egenvekto-
rer?

Vi skal se hvordan vi finner egenverdier og egenvek-
torer for alle kvadratiske matriser. La A veere en
n X n-matrise.



Vi vil finne tall A og vektorer v # 0 som oppfyller
likheten

Av = Av.

N4 kan vi forst flytte alt over til venstre side:
Av — v =0.

N& fremstar det som veldig fristende & sette v-en
utenfor parentes, altsa & skrive (A — A\)v. Men det
gar ikke an, for uttrykket A — A, altsa en matrise
minus et tall, gir ikke mening.

Na kan vi bruke et lurt triks: Vi ganger inn iden-
titetsmatrisen I,,. Vi vet at I,,v bare blir v uansett
hva vektoren v er, sa vi kan skrive om ligningen til:

Av — \,v =0.

Det vi har oppnadd na er at vi har en n X n-matrise
ganget med v i hvert ledd, og da kan vi sette v uten-
for parentes:

(A= )XI,)-v=0.

Na ser vi at A er en egenverdi for A hvis og bare hvis
ligningen

(A-=X,) -x=0

har en ikke-triviell lgsning. Men dette er bare et van-
lig linezert ligningssystem med

A=\,

som koeffisientmatrise, og vi vet fra for at et slikt
system har ikke-trivielle lgsninger hvis og bare hvis

det(A — \I,) = 0.

Her har vi endt opp med en ligning med bare A som
ukjent. Vi kan altsa lgse denne for & finne egenver-
diene, uten at vi samtidig ma tenke pa hva de tilhg-
rende egenvektorene skal veere.

Vi oppsummerer det vi har funnet ut i et teorem.

Teorem 10.9. La A vere en n X n-matrise.

(a) Egenverdiene til A er alle lgsninger X av
ligningen

det(A — AI,) = 0.

(b) Huvis X\ er en egenverdi for A, sd er de til-
horende egenvektorene gitt ved alle ikke-
trivielle lgsninger av ligningen

(A=AI,)-x=0.

Uttrykket
det(A — \I,),

som star pa venstresiden av ligningen vi lgser for a
finne egenverdiene, blir et n-tegradspolynom i A. Vi
kaller det for det karakteristiske polynomet til A.

I eksemplene over hadde vi matriser der de eneste
tallene som ikke er 0 er pa diagonalen. Vi gir et navn
til slike matriser.

Definisjon. En diagonalmatrise er en kvadratisk
matrise der alle tall utenfor diagonalen er 0, altsa
en matrise pa fglgende form:

ai 0 0 s 0
0 a9 0 . 0
0 0 ass 0
0 0 0 I an A

Vi kan lett finne egenverdiene til enhver diagonal-
matrise.

Teorem 10.10. FEgenverdiene til en diago-
nalmatrise er tallene pa diagonalen.

Beuvis. Det karakteristiske polynomet til en diagonal-
matrise A er

det(A—X-1,) = (a11 — N)(aga — A) -+ (@nn — ).

Altsa er tallene aq1,...,ay, losningene til ligningen
det(A—X-1,) =0. O

Eksempel 10.11. N& kan vi bruke teorem til &
finne alle egenverdiene og egenvektorene til matrisen

1 3
=l
fra eksempel .
Vi finner egenverdiene ved & lgse ligningen
det(A — A\I3) =0,

der venstresiden er det karakteristiske polynomet
til A. La oss fgrst se hvordan matrisen A — A\l ser
ut:

1 3 A 0] _[t-x 3
A‘”“':L —3}_[0 A]:{ 4 —3—>\]

Det karakteristiske polynomet blir:

det(A — Ap) = ‘1? _33_A‘
=(1-MN(-3-X)—3-4
=A% 42X\ — 15.

Det betyr at vi kan lgse andregradslikningen
AN +20-15=0

for & finne egenverdiene. Vi lgser den pa vanlig mate

og far:

22 —4.(-15)
2

-2+
A\ =

=—-14+4
Vi far altsa to egenverdier: 3 og —5.

Vi finner alle egenvektorer som hgrer til egenver-
dien 3 ved & lgse ligningen (A — 3I3)x = 0. Vi kan
lgse denne likningen ved & gausseliminere matrisen

(A — 3[2)2

2 3 2 3
A3[2{4 —G]N{O 0}



Vi far én fri variabel, og lgsningene blir

e

for alle tall ¢. Egenvektorene som hgrer til egenver-
dien 3 er altsa alle vektorer i

{1}

unntatt nullvektoren.

Vi finner alle egenvektorer som hgrer til egenver-
dien —5 ved 4 lgse likningen (A + 5I3)x = 0. Vi kan
lgse denne ligningen ved & gausseliminere matrisen
(A + 51 2)2

6 3] [2 1
o=l 3~

Vi far én fri variabel, og lgsningene blir

e[

for alle tall ¢. Egenvektorene som hgrer til egenver-
dien —5 er altsa alle vektorer i

o{[])

unntatt nullvektoren. A

Egenrom

Vi har sett at egenverdiene til en matrise er noen
enkeltverdier, mens egenvektorene er uendelig mange
(dersom matrisen har egenverdier og egenvektorer). I
eksempel beskrev vi egenvektorene tilhgrende
en gitt egenvektor ved & si «alle vektorer i (...) unntatt
nullvektoren». Vi innfgrer na et nytt begrep som gjgr
det litt enklere & beskrive alle egenvektorene til en
egenverdi.

Definisjon. La T: V — V vere en linezertransfor-
masjon, og anta at A er en egenverdi for T. Da er
egenrommet til A mengden av alle egenvektorer som
hgrer til A, samt nullvektoren; altsd mengden

{veV|T(v)=xv} A

Dimensjonen til egenrommet kalles den geometriske
multiplisiteten til \.

Legg merke til at hvis T er gitt ved & multiplisere
med en n X nm-matrise A, si er egenrommet til en

egenverdi A det somme som nullrommet til matrisen
A=Al

Bestem egenrommene til matrisene:

o Identitetsmatrisen I,,.

70
'B_[o 7]

50 0
e D=10 i 0

00 1-2

o Er det like enkelt & finne egenverdiene og

egenrommene for matrisen 7' = {(1) g} ?

Eksempel 10.12. I eksempel kunne vi sagt at

egenrommet til egenverdien 3 er

bl

og at egenrommet til egenverdien —5 er

i)

Hvert av disse to egenrommene er en linje i planet:

egenrommet til 3

+ egenrommet til —5

La oss na ta et litt storre eksempel.

Eksempel 10.13. Vi finner egenverdiene til matri-
sen

8 0 6
A=|12 4 -6/,
—20 0 14

og de tilhgrende egenrommene.
Det karakteristiske polynomet til A er:

—8-X 0 6
det(A—Xz)=| 12 4-Xx -6
20 0 14—
-8-X 6
= A)" —20 14—)\‘

=4 -2 ((-8—=X)(14 - X) +6-20)
= 4N\ —61+38)

Vi finner altsa egenverdiene til A ved & lgse tredje-
gradsligningen

(4—XN)(A—=6)A+8)=0.
Denne ligningen er ekvivalent med at

4-X=0 eller A2 —6A+8=0.



Andregradsligningen A2 — 6 + 8 = 0 har lgsninger

_6+£67 48

A 2

=341,

sa vi far to egenverdier: 2 og 4.
Vi finner egenrommene ved & lgse ligningene
(A-2I3)x=0  og (A—4I3)x =0.

For A = 2 ma vi gausseliminere matrisen A — 213:

—-8-2 0 6 10 0 6
12 4-2 6 |~|12 2 -6

—20 0 14-2| [-20 0 12
-0 0 6] [-5 0 3

~112 2 —6|~|6 1 -3

0 0 0] [0 0 0

Den fgrste raden gir oss ligningen —bx; + 323 = 0.
Den er oppfylt for eksempel nar z; = 3 og x5 — 5.
Med disse to verdiene gir oss den andre ligningen xo
méa veere lik —3. Resultatet blir at egenrommet til
egenverdien 2 er

Sp¢ |—3
5

For & finne egenrommet til egenverdien 4 ma vi gaus-
seliminere matrisen A — 413:

—8-4 0 6 12 0 6
12 4-4 6 |~|12 0 -6
—20 0 14-4] [-20 0 10

20 1] [-2 01

~l2 0o -1|~|0 00

~2 0 1] |0 00

Vi ser at xo og x3 er frie variabler. Dersom vi velger
o = 1 og x3 = 0, mé vi ha at ©; = 0. Dersom vi
velger 3 = 2, fglger det fra den fgrste raden at x;
ma veere lik 1. I dette tilfellet kan x> veere hva som
helst, og vi kan for eksempel sette x5 = 0. Dette gir
oss at egenrommet til 4 er

0 1
Sp< (1], |0
0 2

Egenrommet til 2 er altsd en linje i R?, mens egen-
rommet til 4 er et plan. A

Fremgangsmate for a finne egenverdier og
egenvektorer

Vi oppsummerer prosessen for a finne egenverdier og
egenvektorer til en n X n-matrise A:

1. Vi finner egenverdiene til A ved & lgse ligningen
det(A—X-1,) =0.

Dette er en n-tegradsligning og har dermed mak-
simalt n (ikke ngdvendigvis unike) lgsninger
A, -, An (i neste avsnitt vil vi se at vi ma skille
mellom reelle og komplekse lgsninger).

2. Vi finner egenrommene til A ved & lgse for hver
egenverdi \; ligningen

(A - )\iln)X =0.

Lgsningsmengden til denne ligningen er egen-
rommet til A;. (Merk: Egenrommet til en egen-
verdi kan ikke besta kun av nullvektoren.)

Eksistens av egenverdier

Na& begynner vi en systematisk diskusjon om egenver-
dier og egenvektorer. Oppskriften vi fant for & finne
egenverdiene og tilsvarende egenvektorer forer til nye
viktige spgrsmal:

1. Hvor mange egenverdier har en n X n-matrise?
Med andre ord, hvor mange lgsninger A har lig-
ningen

det(A—X-1,) =07

2. Iseer kan vi spgrre: Finnes det alltid egenverdier
og egenvektorer?

3. Hva er dimensjonen til egenrommet til en egen-
verdi? Og hvordan finner vi en basis til egenrom-
met?

4. Kan vi finne en basis til R™ og C™ som bestar
kun av egenvektorer til A7

For en n x n-matrise A er egenverdiene lgsningene
A til ligningen

det(A—A-1,) = 0. (10.3)

Det karakteristiske polynomet det(A—X-1I,,) er et n-
tegradspolynom i A med koeffisienter som er bestemt
av tallene som star i matrisen A. Iszer er koeffisientene
reelle tall nar A er en reel matrise og komplekse tall
nar A er en kompleks matrise.

For & avgjgre om det finnes lgsninger til (),
er det viktig om vi leter etter lgsninger i de reelle
tallene R eller i de komplekse tallene C. Vi husker
at ikke alle polynomligninger med reelle koeffisienter
har reelle Igsninger, for eksempel har 22 +1 = 0 ingen
lgsning i R.

Imidlertid husker vi algebraens fundamentalteo-
rem fra et tidligere kapittel: Et polynom

Az + an12" Y+ .+ a1z + ao

kan alltid faktoriseres

n
-1
a2+ ap 12"+ ... +a1z+ag = ay H(z - zi),
i=1

der z; er komplekse tall og lgsninger av ligningen
2" 4 ap_12" P+ tarz+ap=0

Dersom en faktor (z — z;) forekommer m ganger i
faktoriseringen, sier vi at z; har multiplisitet m.
Med andre ord, en n-tegradspolynomligning som
() har alltid n komplekse lgsninger (nar vi teller
lpsningene med multiplisitet.) Nar Ay er en lgsning



til () med multiplisitet m sd sier vi at Ay er en
egenverdi med algebraisk multiplisitet m.
Vi oppsummerer var fgrste observasjon:

Teorem 10.14. En kompleks n X n-matrise
A har alltid n egenverdier (talt med algebraisk
multiplisitet.)

N4 antar vi at A er en reell n X n-matrise, dvs
alle elementer i A er reelle tall. Vi kan se pd A som
en linesertransformasjon A : R” — R™. Da har n-
tegradspolynomet det(A — X - I,,) reelle koeffisienter
og vi vet at ligningen () ikke ngdvendigvis har
noen reelle lgsninger i det hele tatt.

Teorem 10.15. For en lineertransformasjon
T:R™ — R"™ er det mulig at den ikke har noen
reelle egenverdier. Hvis n er et oddetall, har
T minst én reell egenverd;.

Vi fortsetter med en reell n X n-matrise A. Men na
oppfatter vi A som en linesrtransformasjon av det
komplekse vektorrommet C":

T:C"—=C",T(v)= Av.

Da har n-tegradspolynomet det(A — X - I,,) fortsatt
reelle koeffisienter, men na tillater vi komplekse lgs-
ninger for ligningen

det(A—\-1,) = 0.

Med andre ord er forskjellen at vi tillater komplekse
egenverdier for en reell matrise A.

Vi skal kalle en egenverdi A til A en kompleks egen-
verdi nar \ ikke er reell, med andre ord, nar A = a+bi
med b # 0. La oss anta at A er en kompleks egenverdi
til A. Da vet vi at A, den komplekskonjugerte til A,
ogsa er en egenverdi. Dersom v er en egenvektor til
A, har vi at

AV = Av = \v = V.

Teorem 10.16. De komplekse egenverdiene
til en reell matrise kommer i komplekskonju-
gerte par.

Eksempel 10.17. Matrisen

0 -1
1 0
har visst egenverdier allikevel, se eksempel . Men

disse egenverdiene og de tilsvarende egenvektorene er
komplekse. Det karakteristiske polynomet er

A,

s& egenverdiene er —+i.
Vi kan ogsd beregne egenrommene. Egenrommet
til —¢ er nullrommet til

.l

Denne matrisen ikke er inverterbar, og da ma radene
veere skalarmultipler av hverandre (i dette tilfellet er
den nederste i ganger den gverste), sa vi kan egentlig
bare stryke den nederste, og se at

’il’l — X2 :0,

slik at en egenvektor til —¢ blir

il

Vi dobbelsjekker resultatet:

¢ -l

Likeledes blir en egenvektor til ¢

1
Vi dobbeltsjekker

IR ]

Eksempel 10.18. Matrisen

har karakteristisk polynom
B=N(1=X?+1)=B-XN)(2-22+)\?).

Den ene egenverdien er apenbart A = 3, mens andre-
gradspolynomet 2 — 2\ + A2 har retter

N _2EVE-E
e S

14i.
Her er det altsa en reell egenverdi 3, og to komplekse
egenverdier 1 414 og 1 — 4.

Vi beregner egenrommet til egenverdi A\ = 1 — 1.
Dette er nullrommet til

2+: 0 O
0 i —1
0 1

Den gverste raden forteller at z1 = 0. De to nederste
ligner mistenkelig pa forrige eksempel, sa en egenvek-
tor blir

0
1
i
Vi dobbeltsjekker
3 0 0 0 0 0
01 -1 |1|l=[1—-i|l=00=%9|1]. A
01 1 i 1414 i

Eksempel 10.19. Matrisen

S O =
O~ =
OO



har karakteristisk ligning
(2- 01— N2 =0,

med en enkel egenverdi A = 2, og en dobbel egenverdi
A= 1.

La oss se neermere pa den doble egenverdien A = 1.
Det tilhgrende egenrommet er nullrommet til

0 10
0 0 O
0 0 1

Dette gir at x5 = x3 = 0, sa en egenvektor til A =1
er

1
0
0

og egenrommet er

1
Sp<¢ |0
0

Her er egenrommet endimensjonalt, mens egenverdi-
en hadde multiplisitet 2. A

Vi ser i eksemplet over at dimensjonen til egen-
rommet til en egenverdi kan veere lavere enn den al-
gebraiske multiplisiteten. Det motsatte kan ikke skje:

Teorem 10.20. Egenrommet har dimensjon
storre enn eller lik 1 og mindre enn eller lik
den algebraiske multiplisiteten til egenverdien.

Dersom et egenrom har lavere dimensjon enn mul-
tiplisiteten til egenverdien, sier vi at egenverdien er
defekt. Dersom en n x n-matrise har n linesert uavhen-
gige egenvektorer, sier vi at den er diagonaliserbar.
Grunnen til dette navnet skal vi komme tilbake til i
neste kapittel.

Det er ikke viktig & kunne beviset, men vi tar det
med for de som maétte veere interesserte.

Bevis av teorem [10.2(. Anta at A er en n X n ma-
trise med k linesert uavhengige egenvektorer kor-

responderende til A. Vi kaller dem vy, ---,vg. Vi
kan finne n — k vektorer wg1,--- ,w, slik at B =
(v1,++* , Uk, Wgt1, "+ ,Wy) er en basis for R™. Vi be-
trakter T : R — R™ gitt ved T'(u) = Au. Siden
Avy = Ay er [T(v1)]e = [)\ 0o --- O]T. Tilsva-
rende er [T'(v;)] = Ae;. Dermed er

M, X

hvor I er k x k identitetsmatrisen, A’ er en eller
annen (n — k) x (n — k) matrise og X er en eller
annen k x (n—k) matrise. Vi ser at det([T]g—xI) har
(A —2)* som en faktor. N& gjenstar bare & se at [T']z
har samme karakteristiske polynom som A. Dersom
vi setter P = [v1] -+ |vg|wis1] - - |wn] folger det fra
teorem 8.15 og 8.16 at [T]g = P~'AP. Dermed har
vi

det(A — Iz) = det(P~1(A — Iz)P)
=det(P~'AP — P~ Px)
=det([T)g — xI)
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