Lgsningsforslag ekstraoppgaver 6

8.1. Husk at en funksjon er injektiv dersom = # y
gir f(x) # f(y), men her ser vi at f(3) =9 = f(-3),
eller generelt at f(z) = 22 = f(—z2) for alle z € C,
som betyr at f ikke er injektiv. Vi ser ogsa at f er
pa formen z" for et heltall n, og vi vet fra tidligere
at alle funksjoner 2™ = w, for komplekse tall z og
w og heltall n, ifglge algebraens fundamentalteorme
har en lgsning. Dette betyr at for en gitt w sa kan
vi finne en z slik at f(z) = w. Dette betyr at f er
surjektiv. Til slutt observerer vi at f ikke er bijektiv
fordi f ikke er injektiv, da en funksjon ma veere bade
injektiv og surjektiv for a veere bijektiv.

8.2. Vi kaller 7' : R — R™ en linesertransformasjon
dersom T'(ax + by) = aT'(x) + bT(y) for alle skalarer
a,b € R og alle vektorer x,y € R™. Vi sjekker om det-
te stemmer i hvert av punktene under. I de tilfellene
hvor T ikke er en linesertransformasjon sa er det godt
nok a gi et moteksempel hvor T'(x+y) # T'(x)+7T(y)
eller T'(ax) # aT'(x), enten generelt eller for noen ut-
valgte skalerer a og vektorer x og y.

a) Dette er ikke en linesertransformasjon. Vi ser at

r(B) e () = [e] )

” [tan(z + w)}

ez+w

-r([])

b) Dette er en linesertransformasjon. Vi ser at

aT(BD erT([;D = a2z + y) + b(2z + w)

= 2(azx) + (ay) + 2(bz) + (bw)

=7 (a[;] +2[2))-

Dermed gar vi videre. Standardmatrisen A til lineaer-
tranformasjonen T er

A=[T(e1) T(ez)]=1[2 1].

For a finne kjernen til T sa lgser vi ligningssystemet
T(v) = Av = 0, som gir oss at 2z +y = 0, som igjen
betyr at 2z = —y. Det folger at

et = {[;7] <),

og dermed ogsa at T ikke er injektiv.
Vi ser at bildet til T er et underrom av R. Men spen-
ner det ut hele R? Vi lar a veere et vilkarlig element

fra R, og sjekker om vi kan finne en vektor v slik
at T(v) = a. Det kan vi, ved & for eksempel sette

v = {2} . Det fglger at im T = R, og dermed ogsa at

T er surjektiv.

c) Dette er ikke en linezertransformasjon. Vi ser at

() -vower () =

som gir at

o (o]) =22=r (2]

d) Dette er ikke en linezertransformasjon. Vi ser at

2T (H) =2(1%2 +0?)

=2
£ 22 402

1)

e) Dette er en linegertranformasjon. Vi ser at

x U
al | |y + T v
z w
—a T —5y+4z b u — 5v + 4w
y—6z | v — 6w
_|ax — bay + 4az n bu — 5bv + 4bw
a ay — 6az bv — 6bw
x [
=T laly|l+b|v
z w

Dermed gar vi videre. Standardmatrisen A til li-
neazrtranformasjonen 1" er

A= [Tl Tlea) Tew] =y 4.

For a finne kjernen til T sa lgser vi lingingssystemet
T(v) = Av = 0. Vi ser at vi far en fri variabel,
og at v = [26 6 1]T
ker T = Sp{[26 6 I]T}, og dermed ogsa at T ikke
er injektiv.

Bildet til 7' er rommet utspent av kolonnene til A.
Opplagt er dette hele R?. Vi gir tre bevis: Ved & regne

er en lgsning. Det fglger at

ut at determinanten til [(1) 15] er ulik O ser vi at

de to fgrste kolonnene til A allerede spenner ut R2.



Alternativt kan vi bruke at vi vet at nullrommet til
A har dimensjon 1, sammen med teorem 7.27 til &
regne ut at kolonnerommet har dimensjon 3 —1 = 2.
Det eneste underrommet av R? som har dimensjon
2 er R? selv. En siste fremgangsmate er 4 la y =
[a 8"
om vi kan finne en vektor v = [z y Z]T i R3 slik
at T(v) = y. Det kan vi, ved & for eksempel sette

veere et vilkarlig element fra R2, og sjekke

v = [a +5b b O]T. Hvert av disse tre argumentene
beviser at T er surjektiv.

f) Dette er en linesrtranformasjon. Sjekk at bereg-
ningene stemmer. Standardmatrisen A til linesertran-
formasjonen T er

SO = O
O R Rk O
-0 O
= oo O O

Kjernen til T er ker 7 = Sp{[1 -1 1 -1]}. T
er dermed ikke injektiv. Fra teorem 7.27 ser vi at
bildet til T" har dimensjon 4 — 1 = 3. Det er uansett
opplagt at T ikke er surjektiv ettersom forste element
i hver vektor i bildet til 7' ma veere 0, sa det er uansett
opplagt at dimim7T" < 3. Det er ogsa klart at kolonne

1 10
1, 2 og 3 er linesert uavhengige, for det |0 1 1| =
0 0 1

1 # 0. Dermed danner kolonne 1, 2 og 3 basis for im7T’
som kan uttrykkes imT = {[0,a,b,c]T|a, b, c € R}.

8.3. For a sette opp ligningen vi skal lgse bruker vi

standardmatrisen til T til & uttrykke T ({ﬂ )

T —2y 1 =2 -1
T(ﬂ): —r+3y| =|-1 3 H: 4
y 3z — 2y 3 —2| 9
Radreduksjon gir x = 5 og y = 3. Lgsningen er altsa
(5 3])=[-1 4 9]".

8.4.
La %-koordinatvektorene til basisvektorene i %
veere gitt som henholdsvis

(b1 = [3] o [bate = |3].

Altsa ma
b1 = acqi + bCQ

0og
bg =cc1 + dCQ.

Forste kolonne i A finner vi ved & regne ut Aeq, og
andre kolonne ved a regne ut Aes. Bruker vi na at

[b1]s = H =ey 0g [by]z = m =e

far vi

og

Da vet vi at
A= B Cﬂ = [[bile [b1le]

som vi gjenkjenner fra notatene. For a finne a, b, ¢ og
d, lgser vi de linezre uttrykkene for by og bs vi fikk
fra koordinatvektorene:

o[y -] >

oo -

Vi lgser disse simultant ved a radredusere den utvi-
dede matrisen

1 5[2]3 1 0]13/24| 7/24
5 132 0 1| 7/24 |13/24

og

Vi leser dermed ut at

113 7
A_24[7 13}'

Tilsvarende kan vi finne

1[-13 7
B“5[ 7 13}

For a finne A kunne vi ogsa satt opp matriselig-

ningen
1 5/ |a 0] |2 3
5 1| |c d| |3 2

og multiplisert fra venstre med inversmatrisen

15\ 1 1 -5
5 1 ~“1.-1-5.-5|-5 1
8.5.

a) Dette er standardbasisen 1, z og 2.

Forklaring: Vi gnsker a skrive et vilkarlig andregrads-

polynom pa formen p(z) = p(0)f1(x) + p'(0) f2(z) +

p”&fg (z). Dette er akkurat hva f; = 1, fo = =

og f3 = 2 tilfredstiller: Gitt p(z) = a + bx + cx? ser

vi at p(0) = a, p'(0) = b og Z’HT(O) = ¢ ved regning;

dette er akkurat koeffisientene foran 1, x og z2. Alter-

nativ Igsning: For en mer systematisk fremgangsmate

kan du fglge metoden som er beskrevet i del b).

b) Vima finne tre polynom e; (), ea(z) og e3(x) som

utgjor en basis slik at et vilkarlig polynom kan skrives

pa formen p(z) = p(O)el((x)) + p(1)ea(z) + p(2)es(z)
p(0

(da blir koordinatene |[p(1)|). Dette skjer akkurat
p(2)

dersom e; (z) tilfredstiller

61(0) =1 61(1) =0 61(2) = O,

es(x) tilfredstiller



es(x) tilfredstiller
63(0) =0 63(1) =0 63(2) =1

(sett inn i likningen for p(x) uttrykt ved e;’ene for a
se dette).

e1: Polynomet kan skrives pa formen ag + a1z +
asx?, og vi krever — fra likningene for e; — ovenfor at

ap=1 ap+ar+ax=0 ap+ 2a; +4as =0.

Dette er tre likninger med tre ukjente, og vi bruker
radreduksjon for a se at lgsningen er ag = 1, a; = —%
og as = 5. Polynomet er derfor e;(z) = 1 — 3z +
122, Alternativ lgsning: e1(1) = 0 og e1(2) = 0 betyr
at (x — 1) og (z — 2) er faktorer av e;. Derfor ma
e1(z) = a(x — 1)(z — 2). Kravet e;(0) = 1 gir na
1=a-(-1) (-2) slik at a = 1. Derfor er e(z) =
1(z —1)(z — 2). Du kan gange ut for & se at dette er
det samme polynomet som vi fant ovenfor.

eo: Samme fremgangsmate som for e; — med litt for-
skjellige likninger — gir polynomet es(x) = 22 — 22,
e3: Samme fremgangsmate som for e; — med litt for-
skjellige likninger — gir polynomet es(z) = —iz +
1.2,

Vi har na tre polynom e1, es og ez som spenner Po
(det er konstruert slik at alle polynom kan skrives
p(z) = p(0)er () + p(1)ea(x) + p(2)es(x)). De er da
automatisk linesert uavhengige siden dim Ps = 3.

c) Koordinatene til x2:

d) Husk at en 3 x 3-matrise er bestemt av hvordan
den endrer standardbasisen i R3.

T: 1 koordinatene til standardbasisen for P, har vi
at [llz = e1, [r]z = ez og [2%]% = es, hvor e;
er den i-te standardbasisen for R3, per definisjon av
koordinater til en basis. Fra kommentaren ovenfor ma
vi ha at T[l]@ = [1}%&, T[x]@ = [.%‘]<g, T[.T:Q]@ = [xQ]cg
Basisen % er konstruert slik at fgrste koordinat er
evaluering i 0, andre koordinat er evaluering i 1 og
tredje koordinat er evaluering i 2. Derfor har vi

1 00
T = [Tel Te2 Teg] =11 1 1
1 2 4

S: Samme fremgang som for 7. Husk at e;(z) =1

Sx4 122, es(x) = 2z — 2% og e3(x) = —L1z + a2
1
I koordinatene til Z har vi da at [e1]g = —% ,
1
2
0 0
le2lz = | 2 | ogles]lz = —1% . Dette gir
1 1
1 0 0
S=1|-3 2 -1

Tt
2 1 2

Vi sjekker at matrisen gir riktig endring av koordi-
nater for x2:

1 1
5 —1

Dette viser at S endrer koordinatene til 22 som gns-
ket. Gjgr tilsvarende regning for T, eller vis at T' og
S er inverser ved a multiplisere de sammen og fa I5.

8.6.
a)

[T9) = [To(er) Toles)] = [zﬂg; —Cilbr(lg)]

b) A bruke Ty to ganger svarer til & rotere med en
vinkel 6 to ganger: Ty 0Ty = Tog. Pa matriseform har
vi derfor

cos(26) —sin(20)
[To0] = [5?5(29) czs(%)) ] '

Vi kan ogsa regne ut dette produktet direkte:

cos?(0) — sin®(6)

2 _ —2 cos(0) sin(6)
[To]” = [ 2 cos(0) sin(0) ]

cos?(6) — sin?(9)

Fra element (1,1), eller (2,2), ser vi at cos(20) =
cos? () — sin®(9).

8.7. Poenget med denne oppgaven er a se noen stgrre
sammenhenger i linezeralgebra. Det er mange mater a
vise disse sammenhengene, og det er viktig at impli-
kasjonene gar i begge retninger for hvert av punktene.

(I) a) < f). Per definisjon i kapittel 8 om isomor-
fier er T" en isomorfi hvis og bare hvis det finnes
en invers S: C" — C" slik at T'o S = id¢r og
S oT =idcn. La B veaere standardmatrisen til
S. Fordi standardmatrisen til idc» er I,, far vi

AB =1, = BA.

Det betyr at B ma veere den inverse matrisen
A~ il A

Og omvendt, dersom A er inverterbar, sa de-
finerer A~! en linesertransformasjon S: C* —
C™ som er invers til 7.

(II) a) < b). Dette folger fra teorem 6.12. Se bevis
i notatene. Merk at dette beviset kun er gyldig
for A en n x n matrise, og ikke generelt.

(III) b) < c). Dette folger fra teorem 5.14. Se bevis
i notatene.

(IV) b) < d). Dette folger fra teorem 8.14.2. Bevis:

Laaj,as, ..., a, vaere kolonnene i A, og anta at
er linezert uavhengige. Se pa ligningssystemet
Ax=0.Husk at Ax =21 a1 +...+x, - an.
Ettersom kolonnone er linezert uavhengige, sa
impliserer ligningen

Ax=z1-a1+...+2,-a,=0



at 1 = ... = x, = 0. Dette betyr at nullrom-
met til A kun bestar av nullvektoren. Etter-
som A er standardmatrisen til 7' sa er null-
rommet til A det samme som kjernen til 7.
Vi vet sa fra teorem 8.9 (se bevis i notatene)
at en linezertransformasjon er injektiv hvis og
bare hvis kjernen kun bestar av nullvektoren.
Dermed fglger det at T er injektiv hvis og bare
hvis kolonnene i A er linezert uavhengige.

(V) ¢) & e). Dette er resultatet i teorem 8.14.1.
Bevis:

(i) ¢) = e).Laay,ag, ..., a, veere kolonnene
i A, og anta at de spenner ut hele C". La
sa u veere et vilkarlig element i C™. Fordi
kolonnene i A spenner ut hele C™, sa vet
vi at ethvert element i C™ kan skrives som
en linezrkombinasjon av kolonnene i A.
Da ma det eksistere skalarer ¢, cs, ..., ¢,
i C", hvor ikke alle er lik null, slik at ¢; -
a; +cy-ag+ ...+ ¢, - ap = u. Det betyr
at

ci-a1+...+c¢p-an=Ac=u

der vi skriver ¢ for kolonnevektoren med
koordinatene ¢y, ...,c,. Fordi A er stan-
dardmatrisen til T', har vi Ac = T'(c). Da
har vi vist at T kan na alle elementer i
C”, og dermed er T surjektiv.

(ii) ¢) < e). La T vaere surjektiv. Da har vi
at T kan na alle elementer i C™. Det betyr
at hvis w er en vektor i C”, sa finnes det
en vektor u med T(u) = w. Ettersom A
er standardmatrisen til 7' sa betyr dette
at Au = w. Vi kan skrive dette igjen som

Au=uj-a;+...+Uyp-ap =W

der aj,as,...,a, er kolonnene i A og
Uy, ..., Uy, er koordinatene i u. Dette be-
tyr at kolonnene til A spenner ut hele C™.

Vi har dermed vist at alle pastandene er ekvivalen-
te. Merk at en linesertransformasjon 7' : C* — C"
er injektiv hvis og bare hvis T er surjektiv ettersom
definisjonsomradet og verdiomradet har samme di-
mensjon. Se figur pa neste side for en oversikt over
sammenhengene.

8.8.

a) T ma veere injektiv, og S ma veere surjektiv. Merk
at dette ikke egentlig bruker den lineaere strukturen,
men er sant for generelle funksjoner: Dersom f o g er
bijektiv ma g veere injektiv og f surjektiv.
b) Vi far at dimU = dim W siden U = W, og
dimV > dimU siden T er injektiv (eller dimV >
dim W siden S er surjektiv). Det finnes mange uli-
ke bevis for denne ulikheten. Man kan for eksempel
bruke teorem 7.27 pa en matrise som representerer T’
(eller S).

Intuitivt gir det kanskje mening at dersom vi gar
fra et lite rom til et stort rom, sa kan vi ikke treffe
alle elementene. I tillegg, dersom vi gar fra et stort

rom til et lite rom sa vil vi ngdvendigvis treffe noen
elementer flere ganger.

8.9.
a) Dette er ikke en linezertranformasjon fordi sin z+
siny # sin(z + y) og cosxz + cosy # cos(z + y).

b) Dette er ikke en linesertranformasjon fordi
€% +eY¥ # e* Ty,

)

8 =7 0
-8 =7 3
-4 5 =8
-6 6 —4

Injektiv, ikke surjektiv.
d) Dette er ikke en linezertranformasjon fordi (ax)?+
(ay)? + (a2)? + (aw)? # ax® + ay® + az® + aw?.
e)
1 2 3 4]
Surjektiv, ikke injektiv.

8.10. Se pa hva matrisen gjgr med standardbasisen
(e1,e2). Dette blir kolonnene i matrisen vi gnsker a

finne.
? 1 0
15T = {0 —1}
b)
1 1
R =| ? f]
V22

8.11. For a finne standardmatrisen til S o R bruker
vi [S o R] = [S][R] og far:

L L
V2 V2

Standardmatrisen til R o S er:

1 1
E
V2 V2
Linezertransformasjonen SoR speiler planet om linjen
y = —(1++/2)z. Lineaertransformasjonen RoS speiler
planet om linjen y = (1 + v/2)x. Eventuelt kan vi si
at S o R gir en rotasjon pa %7‘(’ etterfulgt av speiling
om x-aksen. Motsatt for Ro S.

8.12.

a) For a sjekke om en funksjon T': P — P er lineser,
ma vi sjekke to krav: i) T'(p1 (z)+p2(z)) = T(p1(x))+
T (p2(x)) for alle polynom p;(x) og pa(z), og ii) T'(c-
p(x)) = cT'(p(z)) for alle polynom p(z) og skalarer c.
Et polynom er pa formen p(z) = ag+ajz+- - -+an,z™.
Derivasjon av p er D(p(z)) = a1+2azx+3azz?+- - -+
nay,z™ ', Du kan eksplisitt sjekke at denne formelen
er linezer (tilfredstiller i) og ii)).

G:1)

G(p1(w) + p2(x)) = 2 - (p1() + p2(x))
=z -p1(x) + 2z p2(x)
= G(p1(2)) + G(p2(2)).



inverterbar

Aer Kolonnene i A er
linesert uavhengige

Kolonnene i A
utspenner C”

—
Thm. 6.12

Defﬂ Thm. 8.14.2H

T er injektiv

’T er en isomorﬁ‘

—
Thm. 5.13

Thm. 8.14.1H

T er surjektiv

Figur 0.1: Sammenhengene mellom bevis av pastander i oppgave 8.7.

i)
G(e-p()) =z (c-p(x)) = c- (z-p(x)) = c- G(p(z)).

b) Bildet til D er alle polynom som kan skrives som
den deriverte til et annet polynom. Gitt et polynom

p(z) =ap+ a1z + -+ apz™

ser vi at

P(z) = apx + %xZ + %13 + -t nﬁllx”J“l
er en antiderivert til p; P’ = p. Men dette betyr jo ak-
kurat at p = D(P). Sa bildet til D er P; alle polynom
kan skrives som den deriverte av et annet polynom.

Kjernen til D er alle polynom som sendes til null,
dvs. alle polynom som har derivert lik null. Dette
er de konstante polynomene. Kjernen til D er alle
konstante polynom.

Bildet til G er alle polynom p(z) som kan skrives
pa formen p(z) = G(g(z)) for et polynom ¢(x). Med
andre ord p(z) = zq(x). Bildet er derfor alle polynom
som har x som en faktor, eller — ekvivalent — minst
et nullpunkt i z = 0.

Kjernen til G er alle polynom p(z) slik at
G(p(z)) = x - p(x) = 0. Bare null-polynomet er slik.
Kjernen til G bestar kun av null-polynomet.

¢) Husk at en linesertransformasjon T: V. — W er
injektiv hvis og bare hvis kjernen kun bestar av null-
vektoren; surjektiv hvis og bare hvis bildet er W (vi
treffer alt).

Fra forrige deloppgave folger det at D er surjektiv,
men ikke injektiv; G er injektiv, men ikke surjektiv.
d) Hvis vi bruker produktregelen for derivasjon
(matte 1), ser vi at

(z-px)) =" p@)+z-p'(z) =pla)+zp().

Dermed far vi:

Dette betyr at

(DoG)(p) —(GoD)(p)=p

for ethver polynom p, og det vil si at
(DoG)—(GoD)=idp

e) La e, e1, ez og e3 veere polynomene gitt ved:

1 ex(z) = 22
5

eo(x)

e1(x)

x es(x)

Da er (eg,e1, e2) en basis for Pa, og (eg, €1, e2,€3) en
basis for Ps.

Med hensyn pa disse basisene far vi fglgende ma-
triser:

Matrisen for Ds:

w o o

Matrisen for Gs:

O OO OO
_ o O o O N O

8.13.

a) Derivasjonsreglene fra matte 1:
(f+9)'=f+4d,

(cf) =cf".

Funksjonen var er derivasjon; D(f) = f’. Likningene
fra matte 1 kan omformuleres til

D(f+9) = D(f) + D(9),

D(cf) = cD(f).
Dette er definisjonen pa at D er lineser.

b) Kjernen til D, ker D, er definert som alle glatte
funksjoner f slik at f* = 0. Kjernen er, med andre
ord, alle lgsningene pa differensiallikningen [’ = 0.
Dette er de konstante funksjonene f(z) = ¢ hvor ¢ er
et reelt tall. Vi kan ta f = 1 som en basis for kjernen;
en vilkarlig g(z) = c i kjernen er da g = cf. Dette
betyr at kjernen er endimensjonal, og spesielt er den
endeligdimensjonal.

¢) Ja. D er surjektiv hvis det for alle glatte funksjo-
ner f, finnes en glatt funksjon F slik at f = D(F)(=
F'). Husk at fundamentalteoremet i analyse sier at
F(z) = [T f(t)dt (for alle valg av a, vi kan f. eks ta
a = 0) er en antiderivert til f. Men dette betyr at
f=F = D(F). Er F glatt? F' = f, sa den er en
gang deriverbar, og F("*1) = (") for n > 1, sa den
er glatt fordi f er glatt. Vi har derfor funnet en glatt
F som tilfredstiller D(F) = f for en vilkarlig vektor
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