Lgsningsforslag ekstraoppgaver 12

13.1. I dette kurset ser vi pa to tilfeller; enten hvor
vi har to reelle men ulike egenverdier Ay # Ao, eller
hvor vi har to komplekse egenverdier A\ = o« £ fi.
I reelle tilfellet far vi en lgsning pa formen y(t) =
c1eMt+cpe??? mens i det komplekse tilfellet far vi en
lgsning pa formen y(t) = e**( en linesrkombinasjon
av cos(St) og sin(St) ).

I det reelle tilfellet er det tre ulike situasjoner. Der-
som A > 0 sa vil lgsningene til systemet ligge langs
den tilhgrende egenvektoren, men begeve seg bort fra
origo. Dersom A = 0 sa vil lgsningene til systemet
ligge i ro pa den tilhgrende egenvektoren. Dersom
A < 0 sa vil lgsningene til systemet ligge langs den
tilhgrende egenvektoren, men begeve seg mot origo.

Anta fgrst at vi har A\y > Ay > 0. Da far vi
lgsninger som ligger langs de tilhgrende egenvekto-
rene vi og ve, men for store verdier av t sa vil vy
dominere. Derfor far vi en ustabil likevektslgsning ut
i fra origo med hovedvekt i samme retning som v;.
For A1 < A9 < 0 far vi noe tilsvarende, men denne
gangen far vi en ustabil likevektslgsning mot origo
med hovedvekt i samme retning som v;. Dersom vi
har A1 < 0 < Ay sa vil vi dominere nar —oco <t <0
og vy dominere nar 0 < t < co. Dette gjor at vi far
en sadel om origo. Se figur i eksempel 13.11 og 13.12
i notatene. Alt dette skjer fordi (generelt) e er det
dominerende ledded i lgsningen.

I det komplekse tilfellet vil e* leddet sgrge for ska-
lering, mens cos(ft) og sin(St) serge for rotasjon.
Fglgelig far vi for « = 0 et sirkuleert fasediagram,
for a > 0 far vi en spiral ut ifra origo og for o < 0 far
vi en spiral inn mot origo. Se figur i eksempel 13.20
i notatene for spiraler som er sirkuleere og utgaende
fra origo, og se figur i eksempel 13.19 i notatene for
sirkuleere baner om origo. For a finne orienteringen
til spiralene eller sirkelene sa kan vi for eksempel be-

1

regne A [ ] (for matrisen A som representerer dif-

0
ferentialligningen) og se hvilken vei resultatet gar.
Dette blir da orienteringen til fasediagrammet.

a) Egenverdiene er 3 og —1, derfor far vi en sadel om
origo. Se figur i eksempel 13.11 og 13.12 i notatene.

b) Egenverdiene er —1 + iv2 og —1 — i\/?, derfor
far vi spiraler som beveger seg mot origo. Vi har at

A=l S0l

Fra dette ser vi at spiralen gar mot klokka.

c) Egenverdiene er 1+ V2 og 1 — /2, derfor far vi
en sadel om origo. Se figur i eksempel 13.11 og 13.12
i notatene.

d) Egenverdiene er —1 + 2i og —1 — 2i, og vi far
spiraler som gar mot origo. Vi har at

=7 10| |1 -7
=551
Da fglger det at spiralen gar med klokka.

13.2.

a) Vi finner forst egenverdiene ved a finne rgttene til
det karakteristiske polynomet det(A — A), dvs. lgse
ligningen det(A] — A) = 0.

A+6 11 —16
det(A — A) = det -2 A-=5 4
4 ) A—10

=(>\+6)'det<[)\55 A—410D
_11-det<[_42 )\410})
+(—16).det([_42 AQSD

=X —9\2 426\ —24 = 0.

Litt proving og feiling gir at Ay = 2 er en lgsning
av ligningen (og dermed en egenverdi). Dermed ma
(A—2) veere en faktor i det(AI — A). Polynomdivisjon

gir
(A3 —ON2 260 —24): (A —2) = \2 —7TA+12.

Vi finner nullpunktene til A2 — 7\ 4 12 ved hjelp av
den gode gamle abc-formelen:

VL TEV(E AT Tl
- . — :

2

Dermed er de to siste egenverdiene

7-1 741
A= =30ghy= =

4.

Vi finner sa egenvektorene pa vanlig mate, ved a lgse
ligningen (A] — A)x = 0 for hver verdi av A.
A1 = 2 gir et system med totalmatrise

8§ 11 —-16]0 2 3 4|0
-2 -3 4 |0|~]0 1 010
4 5 =810 00 010

Sa lgsningen er



og en passende egenvektor er

V] =

—= O N

Ao = 3 gir et system med totalmatrise

9 11 -16|0 10 =3|0
-2 -2 4 |0|~]0 1 11O
4 5 =710 00 010
Sa lgsningen er
3
x=s5-|-1
1
og en passende egenvektor er
3
Vo = -1
1
A3 = 4 gir et system med totalmatrise
10 11 —-161|0 2 1 —41]0
-2 -1 4 |0|~]0 3 2|0
4 5 —6 10 00 010

Sa lgsningen er

7/3
x=s-[-2/3
1

For a unnga brgker lar vi s = 3 og sier at en passende
egenvektor er
7
V3 = -2
3

Dermed er en generell lgsning gitt ved

2 3 7
y(t)=c1 |0] e* +eo | 1] e 45 |—2] et
1 1 3

b) Fremgangsmaten og tankegangen her er den sam-
me som i forrige deloppgave. Egenverdier er A\ =

1, Ay = —1, A3 = —2. Da far vi egenvektorene
—4 —6 -1
V] = 1 , Vo = 1 , V3 = 0
4 5 1

Dette gir oss den generelle lgsningen:

—4 —6 -1
yt)=c |1 ]|e+eca|1|et+es|0]e
4 5 1

—2t

13.3.
a) Vi har fra tidligere at

2 3 7
y(t)=¢c |0 2t ey | =1 3 43 [—2] ™.
1 1 3

Gitt initialverdiene sa far vi systemet

2 3 7 1
y(0)=c1 |0 +c2 |-1| 4¢3 |—-2] = 0],
1 1 3 0

eller skrevet pa en annen mate:

2c1 4+ 3¢+ Tez =1
— 02—203:0
c1 + 62+363:0

Systemet har totalmatrise

2 3 71 1 0 0] 1
0 -1 -2{0|~]0 1 0| 2
1 1 310 0 0 1|-1
Lgsningen er dermed ¢; = 1,¢c0 = 2,¢3 = —1.
b) Vi har fra tidligere at
—4 —6 -1
y®)=c |1 ]|e+ca|1|et+es| 0 e 2,
4 5 1
Gitt initialverdiene sa far vi systemet
—4 —6 -1 1
v0)=c | 1| 4+ec| 1 |+e3|0]|=]-1],
4 5 1 1
eller skrevet pa en annen mate:
—401 — 662 — C3 = 1
C1 —+ C2 = -1
41 4+ 5cp +c3 =1
Systemet har totalmatrise
-4 -6 -1 1 1 0 0] 1
1 1 0O |-1|~]0 1 0|-2
4 5 1 1 0 0 1|7
Lgsningen er dermed ¢; = 1,¢c0 = —2,¢3 = T.

13.4. Tegn kurver som (ca) har pilene i vektorfeltet
som tangenter. Tegningen burde ligne litt pa den i
eksempel 13.12.

13.5. Vi ber kun om en skisse. Kvalitativt er det bare
fortegnene til egenverdiene som spiller noen rolle. Det
holder derfor a finne egenverdiene for & se hvordan
systemet oppforer seg.

a) Egenverdiene er —1 og 1, derfor far vi en sadel om
origo. Se figur i eksempel 13.11 og 13.12 i notatene.

b) Egenverdiene er 4 og 6, derfor far vi en ustabil
likevektslgsning. Se figur i eksempel 13.15 i notatene.

¢) Egenverdiene er —2+i og —2—i. Siden realdelen til
egenverdiene er negative, og imagingerdelen er ulik 0,
far vi innadgaende spiraler. Se figur i eksempel 13.20
i notatene (bare med motsatt orientering).

d) Egenverdiene er 3i og —3i. Siden realdelen er
null vil ikke avstanden fra origo forandre seg langs
Igsningskurvene. Siden imagineerdelen er ulik 0 vil
imidlertid argumentet forandre seg. Vi far sirkuleere
baner om origo. Se figur i eksempel 13.19 i notatene.



13.6. En generell lgsning til systemet y’ = Ay nar A
er en n X n-matrise er pa formen

y(t) = Clvle)\lt +---+ Cnvneknt;
der M;-ene er egenverdiene til A og wv;-ene er
tilhgrende egenvektorer. En basis for lgsningsrommet
er

Vleklt, e 7vne)‘”t.

Vi finner egenverdier pa vanlig mate ved a fin-
ne rgttene til det karakteristiske polynomet til A,
altsa lgse ligningen det(A] — A) = 0. Egenvek-
tor(er) tilhgrende egenverdi A; finner vi ved & lgse
(Ml — A)v = 0. Under gir vi lgsningen pa hver del-
oppgave.

1 3 25
y=c1 |0| e 4+cy [1] €3 +¢3|15] e
0 0 6
b)
1 -2 1
y=c1 [1| ¥+ | 0| e 4e3| 3 |e
0 1 -2
13.7.

a) Fra forrige oppgave har vi generell lgsning

1] 3 25
y=c |0 et + co |1 3t + c3 |15 e’
0] 0 6
Initialverdien gir
1 3 25 1
y(O) = C1 0] + Co 1| + C3 15 = |0
10 0 6 0

Dette gir oss folgende ligningssystem:

c1+ 3co +25c3 =1

co+ 15c3 =0,
663 =0
som har lgsning
C1 1
Co| = 0
C3 0

b) Fra forrige oppgave vet vi at den generelle
lgsningen er

1 -2 1
y=c |1 e+ co | O e+ c3 | 3 e,
0 1 -2

Initialverdien gir

1 -2 1 1
y(O) =C1 1 —+ Co 0 + C3 3 = |—1
0 1 -2 1

Dette gir oss fglgende ligningssystem:

c1—2c0+ c3=1
C1 +303:—1

627263:1

som har lgsning

C1 1
Co| = —1/3
C3 72/3

Lgsningen pa initialverdiproblemet er altsa

1
1 2
y=|[1]e¥*-=1]0 62t—g 3 e
0

13.8. Vi har sett at den generelle lgsningen er

1 -2 1
y=c [1|e*+ec| 0] 4+e3| 3 e
0 1 —2

—4t

Det gjenstar kun & bestemme koeffisientene fra ini-
tialverdiene:

1 —2 1
cr |1 +ec2| 0| +ecs| 3| =yo
0 1 -2

Dette kan skrives som en matriselikning

1 -2 1
1 0 3 |c=yo
0o 1 -1
¢
hvor ¢ = |co|. Du kan sjekke at denne matrisen er
C3

inverterbar. Dermed er det et entydig valg av koeffisi-
enter c1, co og cs; lgsningen er dermed entydig etter-
som den generelle lgsningen inneholder alle Igsninger.

13.9.

. . 1
a) Egenverdi A\; = 2 gir egenvektor [2} og egenver-

di Ay = —1 gir egenvektor [_1}. Det folger at den

1

generelle lgsninger er y = ¢; [ﬂ et + ¢y [11} e t.

O_zt} ikke er en

e
_26—2t
_ er en
e 2t

b) Vi deriverer og ser at y = [1

2
lgsning av systemet, og at y = %
lgsning av systemet.

¢) Den generelle lgsningen for systemet blir da

1 -1 —2e~ 2
el T T
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