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Oppgave 1 Finn alle Igsninger av ligninga
24522 4+4=0.
Lgsning: La w = 22, Ligningen blir dermed
w? + 5w+ 4= (w+4)(w+1) =0,

og vi har lgsningene w; = —1 og wy = —4. Siden —1 = ™2™ for alle n € Z, far
vi

iTH2min

i . .
{z = Jwi=e 2z =e2 """ =d4q,

iT+2mTin

2= Jwy =42e 2 =2ez ™ = 49,

Dette gir lgsningene z; = 1, 20 = —1, 23 = 21 0g 24 = —21.
3

Oppgave 2 Laa= | 1 |,o0glaV vere mengden V = {x € R®: a’x = 0}.
1

Vis at V er et underrom av R3, og finn en basis for det ortogonale komplementet
VL.

Lgsning: Vi gnsker & vise at V' er et underrom. Vi ma vise at 0 € V, og at V er
lukket under skalarmultiplikasjon og vektoraddisjon. Siden a’0 = 0, s& har vi at
0 € V. Videre, om o € R og v,u € V, fglger det fra lineariteten til matrisemulti-
plikasjon at

a’(u+v)=a’v+a’u=0+0=0,

og
alav=caalv=0.

Dette viser at V' er et underrom.
Velg en vilkérlig vektor v € R3, og la v; for i € {1,2,3} veere komponentene til

vektoren. Da vil
alv =3v, + vy + V3,

og dette er null dersom 3v; = —vy — v3. Dermed er en basis for V' gitt ved
1 1
By = =3/,10
0 3

Observer na at a star ortogonalt pa begge disse, sa By U{a} ma veere en basis for
R? og dermed er {a} en basis for V*.
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Alternativt: V er gitt som alle vektorer i R som star ortogonalt pa a, s V vil
veere et plan med a som normalvektor. Dermed V4 = span{a}.

Oppgave 3 La
2 4q 4—4i
A= 1 -2 2+
14+4i —2+2i 2

Finn en basis for kolonnerommet (sgylerommet) til A, og en basis for nullrommet
til A.

Lgsning: Ved radreduksjon far vi

2 43 4 — 43 1 2¢ 0
? -2 241 |~ 10 0 1
141 =2+ 2 0 0 O

Vi ser dermed at kolonnerommet er gitt ved fgrste og tredje kolonne

2 4—44
Col(A) = span i, 244,
141 2
mens nullrommet er gitt ved
—2i
Null(A4) = span 1
0

Denne oppgaven kan ogsa lgses uten a radredusere, dersom man legger merke til
at fgrste og andre kolonne er linezert avhengig. Nemlig,

2 49
21| 1 = -2
142 —2+2i

For en vilkarlig vektor v € C?, gir matrisemultiplikasjon

2 49 4 —43| |1y 2 4 — 4
Av =1 i —2 240 | |va] = (1 +2ivg) | @ | +ug|241
147 =2+ 2 V3 141 2
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Dette gir kolonnerommet direkte, og vi ser at

2 4— 49
Col(A) = span o, 249
142 2
Videre kan vi legge merke til at Av = 0 hvis og bare hvis v; = —2ivy, og v3 = 0,
som gir
—2i
Null(A) = span 1
0
Oppgave 4 Bestem om funksjonene

fiz) =1, fole) =z, f3(z) =sin(z),

er ortogonale i indreproduktsrommet C([—7,7]), nar indreproduktet er definert

ved i
(f.9) = /_7r f(x)g(x)dz.

Hvis ikke, finn en ortogonal basis for det linesere spennet span(fi, fo, f3) ved a
bruke Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetode.

Lgsning: Vi starter med & sjekke om noen av funksjonen er ortogonale. Merk at
x og sin(z) er odde funksjoner, og dermed fglger det at

(f1, f2) = / xdr =0, (f1,fs) = / sin(x)dx = 0.
Det vil si at f; star ortogonalt pa fy og f3, men fy og f3 star ikke ortogonalt pa
hverandre, ettersom

/7r zsin(z)dr = 21 # 0.

J =T

Vi bruker Gram-Schmidt for & finne en ortogonal basis. La den fgrste vektoren

veere o (e) = fi(z) - 1 .
(i h)y V2T
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Siden f; og fo er ortogonale, sa er ogsa e; og fy ortogonale. Dermed folger det at
T 3
ofe) = 2[5
(farfa) V27

Vi finner en tredje ortogonal funksjon via Gram-Schmidt prosessen, la oss kalle
den g(x), ved

9(2) = (@) — (ex, foder (@) — {ea, fadeale) = fola) — (ea, fr)ea() = sin(x) — 5o

T2

Vi har na funnet tre ortogonale funksjoner {ey, es, g} gitt ved

er(x) = \/1%, eo(z) = \/;x, g(x) = sin(z) — ﬂix

Siden oppgaven kun spgr etter en ortogonal basis for spennet, trenger vi ikke a
normalisere den siste funksjonen.

Oppgave 5 Bruk minste kvadraters metode for a finne en tilnsermet lgsning
pa det overbestemte ligningssystemet

20 +y=>5
v —2y=1
-z + 3y = 6.

Lgsning: Vi bruker minste kvadrater metode for a finne en tilnszerming av lgsnin-
gen. Minste kvadraters metode er gitt ved a lgse ligningen

AT Ax = A™b.
Vi starter med & finne matrisen A”, hvor matrisen A er gitt ved

A=|3 -2,
13

og dermed er den transponerte matrisen gitt ved

r 2 3 -1
A‘L —2 3]'
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Matrisemultiplikasjon gir

v, (14 -7 |7
AA[-? 141’ Ab[m]'

Vi finner lgsningen ved a radredusere totalmatrisen
14 =77 L 0]
-7 14 |21 0 1]:

Lgsningen pa minste kvaderaters metode er gitt ved

W=Jw Ut
I |

. (2] 115
Eller skrevet komponentvis x = % og Yy = %
Oppgave 6  La T : R? — R? vaere linesertransformasjonen definert ved
XV
T(x) = —v —2x,
Vv

der v = B]

Finn matrisa A som oppfyller T'(x) = Ax for alle x € R2.

1

La B vare en basis for R? gitt ved {B] , [5

]}, og & veere standardbasisen,

{ [(1)] ) [(1)] } Finn matrisa P som oppfyller P[x|z = [x]¢.

Finn ogsa matrisa B som oppfyller [T'(x)|s = B[x|s, og vis at AP = PB.
Husk: [x|p er koordinatvektoren til x med hensyn pd basisen B

Lgsning: Vi starter med a se hvordan transformasjonen 7" transformerer en tilfel-

dig vektor x,
Ty| - 201 + 229 |2 | %
Al oo =2 e ) - [132]
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Vi ser dermed at matrisen A er gitt ved
_3 1 1[—=3 1

Vi gnsker na a finne matrisen P som transformerer fra basis B til standardbasisen
£E. Vi kan merke oss at

sa vi har at hvis

sa ma

= al b= L] = . - B
= al b= Ll = Bl = B

Litt mer kortfattet kan vi observere at hvis v; = B] og vy = E} s er [x]g =

0g

a1

a1vy + agva, der [X]p = [ ] Altsa

a2

Dermed er matrisen P gitt ved
31
)

Vi gnsker na & finne matrisen B som beskriver transformasjonen 7' i basisen B. Vi
kan huske at P[x|g = [x]g. Dermed har vi,

Blx]s = [T(x)]s = P7'[T(x)]e = P A[x]e = P~ AP[x]s,
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som gir at B = P1AP, og oppfyller dermed AP = PB. Den inverse matrisen til
P er gitt ved
p1_ 115 -1
13(-2 3|
Setter vi alt sammen, far vi matrisen

_ 16 12 1 —-32 24
_ p—1 _ 13 13| —
B=rP AP[O 23]26[5 461.

26 13

Alternativt: Hvis

B:[e f]

g h

sa ma )
1[5 [~ (E)
9 Rl 1B 1“1/ 1B

og _
o[-, 1)
! s L 2]/ g

Vi regner ut

Altsa

Oppgave 7 La A veere en reell 3 x 3-matrise. Vi far oppgitt at

1 ~3 1 0 1 2
Alt=|-3]|, Al1]|=1o|l, Al1]=|2].
1 -3 0 0 —2 —4

Bestem egenverdiene til A og tilhgrende egenvektorer, og begrunn hvorfor A er
diagonaliserbar. Finn s& en diagonalisering av A, og beregn
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0
42022 |o|
1
Lgsning: Fra den oppgitte informasjonen ser vi
1 -3 1 -1 0 -1 1 2 1
All|=|-3|==-3|1|, A|1|=10|=01], A1l |=|2]|=2]|1
1 -3 1 0 0 0 -2 —4 -2
Dermed vet vi at matrisen A har tre distinkte egenverdier A\ = —3, Ay = 0, A\3 = 2,
hvor de tilhgrende egenvektorene er gitt ved
1 -1 1
Ey=11|, Ey=|1]|, E3=]1
1 0 —2

Matrisen er diagonaliserbar siden den har tre distinkte egenverdier.

Vi gnsker & finne en diagonalisering av matrisen. Om vi legger merke til at alle
egenvektorene star ortogonalt pa hverandre, sa kan vi normere egenvektorene og
finne en diaognalisering,

I . I .
S I G N I B TG
A=UNU" =\ B & 0 00||-%5 » O
T 2l lo 02| L L _2
V3 V6 Ve V6 V6
Derifra, har vi
2022 ! 20227 7T ! % _1% ﬁ_ (=3)" 00 ] %?i %
A 200 =UNU 2| =15 B & 0 0 0 ~5 5
1 1 I | — 0 0 92022 171
L V3 Vel b A Lve Ve
r1 1 17 -
? —1% ¢ (_3)2022 0 0 \/g
= v v 00 0 1|v2
L 0 _2 0 0 92022 0
L V3 Vel b L
L1 1
=l v v |70
5 0 % 0
1
_(_3)2022 1

w OG-

S
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Det er ogsa mulig a diagonalisere matrisen uten a normalisere egenvektorene. Da
er diagonaliseringen pa formen,

A= PAP,
hvor P er matrisen med egenvektorene som kolonner. Det vil si
1 -1 1
P=11 1 1
1 0 =2

Vi kan finne den inverse matrisen ved a radredusere

1 -1 1100 1003 5 3
1 1 1]{010|~|010 -5 5 0
1 0 —2[001 00 1|+ & —%
Diagonaliseringen er dermed gitt ved
1 -1 17[-300][5 5 3
A=PAP'=11 1 1|0 00]|-% 5 0
1 0 =2/[0 02 [ 5 —3
Vi kan na regne ut
0 0] [1 -1 17[(=3)* 0 0 1[5 5 35]][0
A2 2 = PAP?PH 120 =11 1 1 0 0 0 [|-3 5 0]]|2
1 I [t o0 =2/ 0 0222 L L 2|1
1 -1 17[(=3)*2 0 o011
=1 1 1 0 0 0 |1
10 =2/ 0 0 2220
1 -1 17[1
=(=3)"* 11 1 1/]0
1 0 -2]|0
1
7(_3)2022 11 .
1
Alternativt: Vi observerer at
0 1 —1
2 = |1+ | 1
1 1 0
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og dermed

0 1 -1 1 0
A2022 9] = 42022 11 4 42022 | ]| o (L3)202 1] 4 |
1 1 0 1 0

Oppgave 8 Vi ser pa flytting mellom byene A-by, B-by og C-by. Hvert ar blir

o 80% av befolkningen veerende igjen i A-by, 15% flytter fra A-by til B-by, og
5% flytter fra A-by til C-by.

e 90% av befolkningen veerende igjen i B-by, 5% flytter fra B-by til A-by, og
5% flytter fra B-by til C-by.

o 80% av befolkningen veerende igjen i C-by, 10% flytter fra C-by til A-by, og
10% flytter fra C-by til B-by.

Anta det totale innbyggertallet i A-by, B-by og C-by er 100000 og at ingen fodes
eller dgr.

Hvor mange mennesker bor henholdsvis i A-by, B-by og C-by i det lange lgp (nar
tiden gar mot uendelig)?

Lgsning: Vi setter opp overgangsmatrisen M

0,8 0,05 0
M=10,15 0,9 0
0,05 0,05 0,

N
N

1
1
8

og finner likevektsvektoren ved a lgse (M — I)x = 0. Vi setter opp totalmatrisen
og radreduserer
—-0,2 0,05 0,1 10 —1,2
0,15 —-0,1 0,1 |~ (0 1 —2,8].
0,05 0,056 —0,2 00 0

Dette gir at egenvektorene tilhgrende egenverdien 1 er pa formen
1,2

v=1t1]2,8|, teR.
1
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Ettersom likevektsvektoren er en sannsynlighetsvektor ma vi velge t slik at alle
komponentene er positive og summerer til 1. Dette gir t = 1/5, og likevektsvektoren
er gitt ved
0,24
q= (0,56
0,2

Dermed vil det i det lange lgp vil det bo 24 000 mennesker i A-by, 56 000 mennesker
i B-by og 20000 mennesker i C-by.

Oppgave 9 La z(t) og y(t) veere to kontinuerlig deriverbare reelle funksjoner,
og a et reelt tall. Vi ser pa ligningssystemet

a'(t)
y'(t) =

(t) +ay(t)
().

T
T

Finn den generelle lgsningen for systemet av differensialligninger for alle reelle tall
a.

Lgsning: Systemet svarer til

X (t) = Ax(t) — H g] [x(”] .

y(t)
Vi finner egenverdiene til A, ved det(A — AI) = 0, som gir likningen
M —-X—a=0.

Lgsningene er gitt ved

1++1+4a

Ay = 5

For a > —1/4 far vi to reelle egenverdier, mens for a < —1/4 er det to komplek-
se egenverdier som kommer i konjugatepar, altsi A\, = A_. Nar a = —1/4 har
matrisen kun 1 egenverdi, og vi ma sjekket dette spesialtilfellet separat.

For & finne egenvektorene, setter vi inn og radreduserer. For a unnga problemer
med radreduksjonen antar vi at a # 0.

1*/\:|: a 1 ]:l)\i - 1 *A:t
1 — A+ o 0| [0 0]
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hvor vi brukte at @ = Ay (A+ — 1). Den generelle lgsningen er dermed gitt ved

s [ 14+V/1+4a . [1=VIF4a
R I R Rl i P
Dersom a = 0, sa har vi egenverdiene Ay = 1 og A\_ = 0, med egenvektorene

a-f). nel)

og dermed er lgsningen for a = 0 gitt ved
x(t) = Cyet [ﬂ +C, [ﬂ :

Vi kan legge merke til at disse lgsningene sammensvarer ettersom

L+VT+da o 1-VT+da _
= oV

a—0 2

lim 1 0.

)
a—0

For tilfellet @ = —1/4 har vi kun en reell egenverdi A = 1/2. Den generelle lgsningen
er gitt ved

LT LT
X(t) — Cleft [i] -+ C2e5t [Qt: 1‘| .

Alternativt: Vi nevner ogsa at denne kan lgses som en andre ordensdifferential-
ligning, siden
y'(t) =a'(t) = x(t) + ay(t) = y'(t) + ay(t).

Den karakteristiske likningen blir dermed,
M —\—a=0,

og vi far
1+ v1+4a

A = ;

Dermed har vi lgsningen pa y(t) gitt ved
y(t) — 016>\+t + CQGAft.

Videre har vi at
x(t) =y (t) = Cih et + Cod et
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Setter vi x(t) og y(t) inn i en vektor, og setter inn for egenverdiene, har vi

AT4a 14++/14+4a _Jit4a 1—+v/1+4a
x = x(t) = CyeM [ﬂ +Cpett h] =Cie 7 [ I chel S [ I ] |

For tilfellet @ = —1/4, sa har y(t) lgsningen
y(t) = Chez’ + Cote?,
og x(t) er dermed gitt ved
z(t) =9y (t) = ;Cleél + ;Cgteé‘ + Cher.

Kombinert i en felles vektor gir dermed

1 1
x(t) = C, ezt [d + Cyezt [Zt:_ 1] .
Oppgave 10 La M3 veere vektorrommet av reelle 3 x 3-matriser, og la funk-

sjonen 1" : M3 — M veere gitt ved
T(A)=A+ AT, for A e Ms,

der AT betegner den transponerte matrisa til A.

Vis at T' er en linesertransformasjon.
Vis at A =0 og A = 2 er egenverdier for 7'

Hva er de tilhgrende egenrommene til disse to egenverdiene, og hva er dimensjonen
til hvert av egenrommene? Kan 7" ha noen andre egenverdier?

Lgsning: Vi sjekker om 7' er linezer. La A, B € M3 og la a,b € R. Da far vi

T(aA+bB) = (aA+bB) + (aA+bB)" =aA +bB +aA” + bB”
=a(A+ A") + b(B + B")
=aT'(A) + 0T (B),

og dermed er 7' lineger.
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For egenverdiene, la A veere en symmetrisk matrise. Det vil si at A = A7, Da har
vi

T(A) = A+ AT = A+ A =24,

sa vi ser at alle symmetriske matriser er egenvektorer til A med egenverdi 2.

Anta na at A er en anti-symmetrisk matrise, altsd A = —A”. Da har vi
T(A)=A+AT=A - A=0,

og dermed er anti-symmetriske matriser egenvektorer med egenverdi 0.

For dimensjonen til egenrommene kan vi merke at en symmetrisk matrise A = [a;;]
méa oppfylle a;; = aj. Dermed vil en symmetrisk matrise ha 6 frie variabler, det
er diagonalelementene og elementene over diagonalen. Vi kan dermed konkludere
med at dimensjonen til rommet av symmetriske matriser er 6.

For anti-symmetriske matriser har vi a;; = —a;;. Dette impliserer at diagonalele-
mentene er 0 siden a; = —ay; kan kun veaere oppfylt dersom a; = 0. Dermed har
anti-symmetriske matriser 3 frie variabler, det er elementene over diagonalen, og
dimensjonen pa rommet av anti-symmetriske matriser er dermed 3.

Merk at snittet av symmetriske og anti-symmetriske matriser er kun null matrisen.
For & vise dette anta at A = [a;;] er bade en symmetrisk og anti-symmetrisk
matrise. Da har vi a;; = aj; = —a;;, som kun er oppfylt ved a;; = 0 for alle
i,7 € {1,2,3}. Det vil si at A er null matrisen. Siden dimensjonen av alle 3 x 3
reelle matriser er 9, har vi at spennet av symmetriske og anti-symmetriske matriser
er hele M3 og dermed kan det ikke vaere noen andre egenverdier enn 2 og 0.



