BNTNU

Kunnskap for en bedre verden

Institutt for matematiske fag

Eksamensoppgave i TMA4110/TMA4115 Matematikk 3

Faglig kontakt under eksamen: Brynjulf Owren?, Dag Wessel-Berg®, Franz Luef®
Tif: 293021 641,°92448828,°406 14405

Eksamensdato: 12. august
Eksamenstid (fra—til): 09:00-13:00

Hjelpemiddelkode/Tillatte hjelpemidler: C: Bestemt, enkel kalkulator tillatt. Ingen skrevne eller
trykte hjelpemidler.

Annen informasjon:

Fagleerer gar ikke rundt pa eksamen. Bruk telefon for kontakt om eventuelle uklarheter i oppgave-
teksten.

Alle oppgaver teller like mye.

Malform/sprak: bokmal
Antall sider: 6
Antall sider vedlegg: 0

Kontrollert av:

Informasjon om trykking av eksamensoppgave
Originalen er:

1-sidig O 2-sidig X

sort/hvit X farger O Dato Sign
skal ha flervalgskjema [OJ

Merk! Studenter finner sensur i Studentweb. Har du sparsmal om din sensur ma du kontakte instituttet ditt. Eksa-
menskontoret vil ikke kunne svare pa slike spgrsmal.






TMA4110/TMA415 Matematikk 3, kontinuasjonseksamen, 12. august 2022Side 1 av 6

Oppgave 1 Finn alle lgsninger av
2t = 8 +i8V/3.
Skriv lgsningen pa formen z = a + ib, og skisser lgsningene i det komplekse plan.

Svar:

Skriv om til polar form, z* = re® 2

r=1/(~8)2 + (8V3)2 = 16, 0 = arctan <8_\/8§) = ;ﬂ' . .

2
Da er 24 = 16327 gom impliserer .

1k
2y =266+ | =0,1,2,3.

skrevet om til standard form fas da

zZ0 = \/§+Za 21 = -1 +Z\/§7 z2 = _\/g_ i; z3 = 1 _Z\/§ 22 1s 1 05 0 o5 1 15 2

Oppgave 2 Gitt matrisene

1 11 1 1 -1
A=|12 11|, B=| -1 1 1
2 21 0 1 -1

Bestem en matrise X slik at AX = B.

Svar: Hvis A er inverterbar har vi X = A~'B. En teknikk benyttet i kurset er & benytte
radreduksjon pé totalmatrisen (A|B) inntil det star (I|A~!B).

N DN =

11 11 -1 11 1} 1 1 -1 11 0(-1 0 O
1 1y-11 1 }|—-10 -1 -1|-3 -1 3 |]—=101020 1 0 -2
2 1 0 1 0o 0 —-1|-2 -1 1 0 0 1

0

1

0

1 0
— 1 0 0o 1 0 -2 = X= 1 0 -2
0 1

Oppgave 3 La A veere en 3 x 5-matrise med rang 2. Finnes det en vektor
b € R3 slik at Ax = b ikke har en lgsning x € R®? Svaret skal begrunnes.

Svar: I en 3 x 5-matrise fins 5 kolonner som alle er vektorer i R3. Hvis matrisen har rang 2

betyr det at disse 5 kolonnene utspenner et to-dimensjonalt underrom av R3. Dermed m4 det fins
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vektorer i R? som ikke tilhgrer kolonnerommet til A. Et eksempel pa en slik vektor er b = v x w
(vektor kryssprodukt) der v og w er linesert uavhengige vektorer i kolonnerommet til A. Siden
Ax er med i kolonnerommet til A for alle x € R® er det ikke mulig at Ax = b kan ha en lgsning

hvis b ikke er med i A sitt kolonnerom.

Oppgave 4 Folgende ligningssystem er gitt

r+2y=1
3r+4y =2
4x 4 6y = 3.

Bruk minste kvadraters metode for & finne en tilnsgermet lgsning, og sjekk om denne
lgser ligningene eksakt.

Svar: Ligningene skrives pa matriseform som Ax = b der

1 2 1
A=13 4|, b= 2
4 6 3
Den tilnaermede lgsningen oppfyller normalligningene A7 Az = A”b som vi finner er
26 38| | x| _|19
38 56 y | | 28 |
Denne lgses pa vanlig mate, og en far x =0, y = % Setter vi denne tilngermede lgsningen tilbake

i det opprinnelige systemet finner vi at den eksakt oppfyller ligningene, siden hgyresiden b er
ngyaktig lik % multiplisert med A sin andre kolonne.

Oppgave 5 Anta at x; er andelen av nordmenn som velger a feriere i utlandet
iar k, og yi er andelen som foretrekker norgesferie i samme ar. Hvert ar vil:

20% av de som valgte utenlandsferie legge ferien til Norge i det etterfplgende
aret

10% av de som valgte norgesferie vil ta ferien i utlandet aret etter.

Finn matrisa A som oppfyller

Tr41 — A Tk
Yk+1 Yk |
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Finn sa likevektsfordelingen (nar k& — o0).

Svar: Fra de oppgitte overgangene kan vi skrive

0.8 0.1
A= { 0.2 0.9 }

Likevektsfordelingen framkommer ved & normalisere en ikke-triviell lgsning til systemet Ax = x
som er ekvivalent med
02 01| {2 ] _1|0
0.2 —0.1 y |l ]o0

Vi finner at y = 2z og at generell lgsning er av formen z = t,y = 2t for vilkarlig valgt ¢. Krever

vi at komponentene skal summere til 1 far vi at ¢t = % med tilhgrende Igsning x = %, y =2

3
Dette betyr da at nar k — oo vil % av nordmenn feriere i utlandet, mens % av tar norgesferie.

Oppgave 6 La
9 12
A= ( —12 16 ) ’
Finn en inverterbar matrise P slik at P~'AP blir en diagonalmatrise.

Eksisterer det en ortogonal matrise () med determinant 1 slik at QT AQ er en
diagonalmatrise? Begrunn svaret.

Svar: Vi finner egenverdiene som rgttene til polynomet
det(A —AI) = (9 — \)(16 — \) — 144 = \? — 25\

dvs Ay = 0, Ao = 25. Tilhgrende A = 0 finner vi egenvektoren v; = [%, g]T Tilhgrende A = 0

finner vi egenvektoren vy = [—2, 2]7 som er et ortonormalt system. P kan velges som matrisen

55
med vy og vy som kolonner dvs

P =

SIS
(SIS (I

Da blir P~'AP = PTAP = D der D er en diagonalmatrise med diagonalelementer \; og \s.

Siden A er symmetrisk har den reelle egenverdier og egenvektorene kan velges ortogonale og sa
normeres slik at matrisen P = [vy, va] er ortogonal. Siden det(P) = det(PT) er

1 = det(I) = det(PT P) = det(P") det(P) = det(P)?

s enten er det(P) = 1 eller det(P) = —1 for ortogonale matriser. Hvis det(P) = 1 er vi framme.
Hvis det(P) = —1 kan vi erstatte P med P der en av kolonnene har skiftet fortegn, for eksempel
i vart tilfelle kan vi sette ~

P=[v; — vy

Fremdeles er P ortogonal og alle (begge) kolonnene er fremdeles egenvektorer, men na endres

fortegnet til determinanten s& det(P) = 1. Svaret er ja.
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Oppgave 7 Lgs initialverdiproblemet

y'+y —6y=e y(0)=1y(0)=0.

Svar: Vi starter med & finne homogen lgsning slik at y” + 3y — 6y = 0. Med y(t) = €' fis
r2 +7r — 6 = 0 med rgtter r; = —3 og ro = 2. S& homogen lgsning er

yh(t) = 0167315 =+ Cgezt

La nd y1(t) = e og y2(t) = €2 veere to valg av homogene lgsninger og la hgyresiden vaere

f(t) = e~3t. For & finne en partikuleerlgsning bruker vi formelen

wlt)=ua(t) [ I de ) [ EOED Wi =m0 - i@l

Vi beregner W (t) = e=312¢%" — (—3)e 3'e? = 5e~!. Da blir

—3t,.—3¢ ot —3t
_ ot [ € ¢ —3t | €7¢ 1 .-3t 1, -3t
yp(t) =e / ot dt —e / ot dt = —5ze” " — zte

Vi finner lgsningen ved & sette y(t) = yn(t) + yp(t) og velge C1 og Cs slik at y(0) = y'(0) = 0.
Det krever at y(0) = Cy + Cy — 3= = 0 0g y/'(0) = —3C1 +2C, — % = 0 som gir C; = 0 og
Csy = % og dermed er lgsningen

y(t) = ya(t) +up(t) = 35 (¥ — (1 +5t)e™™)

Oppgave 8 La C([0, 7]) veere vektorrommet av alle reelle kontinuerlige funk-
sjoner f(z) for € [0, 7] , med indreprodukt definert ved

(£.9) = | f@)g(a)da

Vis at fi(x) = sin(z), fo(z) = sin(2x) er en ortogonal basis for underrommet
W C C([0,x]) utspent av f; og f2. Finn sa den ortogonale projeksjonen av f(x) = x
inn i underrommet W.

Hint: Her kan du fa bruk for

1
sinasinb = §(cos(a —b) —cos(a+0b)).

Svar: La oss forst vise at (sin z,sin 22) = 0. Husk at sin 2z = 2sinz cosx sa
" 2 "2d g 2 3 |
<sinx,sin21):/ 2sin :ccos:cdx:/ ——sin®zdr = -sin®z| =0.
0 0 3dx 3 0
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sd fi(x) =sinz og f2(x) = sin 2z er ortogonale.

Den ortogonale projeksjonen av f(x) = x pd W er gitt som

{(f(z), fi(x)) (f(2), f2(x))
(fr(2), fr(z)) (f2(2), fa())

Det gjenstar & beregne indreproduktene. Merk at sin? kx og cos? kz ma ha samme integral mellom
0 og 7 siden begge er m-periodiske og kun faseforskjgvet i forhold til hverandre. Derfor er

T T 1 1 s
/ sin? kx dx = / —(sin? kx + cos? kx) = = / do =1
0 o 2 2 J, 2

for alle heltallige k, og tilsvarende ved delvis integrasjon er

(Pf)(x) = fi(x) + fa(z)

coskx

k

<fafk>:/ﬂ$Sink‘(Ed{E: —x
0

S ™
- kxde = (—1)F1—
O+k/ocosxx (-1) -

Setter vi dette inn i uttrykket for (Pf)(x) finner vi

T (=7/2)
(Pf)(a:)—w—/zbmm—&— /2

sin2x = 2sinx — sin 2.

Oppgave 9

La M,, veere vektorrommet av reelle n X n-matriser. La A € M, vere en gitt
n X n-matrise.

a) Vis at La: M,, = M, definert ved
La(B)=AB— BA
er en linezertransformasjon.

b) Anta at A ogsa er diagonaliserbar med egenverdier Ay,...,\,. A har til-

hgrende egenvektorer xi,...,X,, og AT har egenvektorer yi,...,y, slik at
Ax; = A\ix; og ATy; = Ny, for i = 1,...,n. Vis at matrisa x;y] er en
egenvektor til L4 med tilhgrende egenverdi A; — \; for alle ¢ = 1,...,n og
=1,...,n.

Svar: (a) For & vise at L4 er en linesertransformasjon kan man sjekke de to kriteriene

1. Be M, og C € M,, impliserer at L4(B+ C) = La(B) + La(C)
2. B€ M,, a € R impliserer at L4(aB) = aL(B).
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Vi har
La(B4+C)=AB+C)—(B+C)A=(AB—BA)+ (AC —CA) =Ls(B)+ La(C)

e Lus(aB) = A(aB) — (aB)A = aAB — aBA = a(AB — BA) = aLA(B)

(b) Egenverdier og egenvektorer sjekkes ved direkte innsetting. Merk forst at ATyj = \y;
impliserer ved transponering at y;fFA = )\jy;*-r Vi har

La(xiy]) = Axyy] —xiy; A= Xy, — XNy, = (A — Aj)xiy)

noe som nettopp viser at A\; — A; er en egenverdi til L4 med tilhgrende egenvektor xiy?.



