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Oppgave 1 e Elementeaere radoperasjoner gir at
1 -3 0 2
A~ 10 0 1 =2].
0O 00 0

Nullrommet er lgsningsmengden til Az = 0, som da kan uttrykkes som

3s — 2t 3] —2
s 1 0
T = of =19 s+ 9 t, s,t € R.

t 0] 1
3 —2
. 1 0
En basis for Null A er dermed ol | o
0 1

Videre leser vi av at det er pivotelementer i kolonnene 1 og 3 i den radreduserte versjonen
av A, slik at en basis for Col A er

51 [—1
2,1 0
4| -2

e Siden dim Null(A") + rank A = #rader i A = 3, konkluderer vi med dim Null(A") = 1, siden
rank A = dim Col A = 2.

/
Oppgave 2 Vi etablerer forst generell lgsning pa systemet Ell =A Ell , hvor A = Lll ;} .
2 2

Egenverdiene til A finner vi ved a lgse karakteristisk ligning

1—-A 2

O:det(A—)\[):| 4 3_2

’:A2—4>\—5,

som har lgsninger —1 og 5. Fra
2 2 11
==~ o]

: . . . . 1
leser vi av at l er en egenvektor tilhgrende egenverdien —1. Tilsvarende finner vi at l21 er

-1
en egenvektor assosiert med egenverdien 5. Generell lgsning pa systemet er da

xl(t) 1 1] &
|:’L'2(t)‘| = [_11 e+ [2] e”, 1,09 € R,
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Spesifikk lgsning ma tilfredsstille
1 o .1'1(0) o 11 C1
5/ |x2(0)|  |=1 2| |cal|’
som gir at ¢; = —1 og ¢ = 2, dvs. lgsningen blir

zi(t) = 26" — e, To(t) = 4e” +e 7"

Oppgave 3 En lgsning er z = 1 ved inspeksjon, og dermed har vi at
2 =322 462 —4=(2—1)(2* -2z +4),

f.eks. ved polynomdivisjon. De resterende to lgsningene finner vi fra 22 — 2z + 4 = 0, som ved
andregradsformelen blir z = 1 4 iv/3, dvs.

21:17 22:1+1\/§ og 23:]_—1\/§

I

3
pa kartesisk form. Lengden til 25 blir v/12 4+ 3 = 2 og argumentet /vinkelen er arctan ({) =

s
slik at polar form blir 3

7 = 1e”, Zy = 2e3! og 23 = 29 = 205 =2,
Oppgave 4 e Vi bruker regneregler for determinanter og finner at
A T R
det A = = =-213 6 =-2|0 0 5
0 3 6 2 03 6 2 0 -3 1 0 -3 1
-2 =5 4 =2 00 -3 1
0 5

Andre utregningsvarianter er ogsa mulige.

e Siden det A # 0, er A inverterbar. Dermed har ethvert ligningssystem Az = b ngyaktig én
lgsning (z = A~'b). (Lgsningen er for gvrig = (0,1,2,—1) for gitt b.)
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Oppgave 5 e Det enkleste er kanskje & bruke den ordnede basisen (1,t,¢?) til Pa(R),
hvorpa p har koordinater (2,—1,0), ¢ har koordinater (1,0,1) og r har koordinater (1,2, —3).
Spersmalet om p, g og r er linegert uavhengige i Po(R), blir da ekvivalent med spgrsmalet om
vektorene

2 1 1
~1|, o] og 2
0 1 -3

er lineaert uavhengige i R?. Dette inntreffer f.eks. presis nar matrisen

21 1
A=1|-1 0 2
01 -3

(med koordinatvektorene som kolonner) har full rang. Ved elementeere radoperasjoner finner
man at A ~ [, slik at matrisen har full rang, og dermed er polynomene linesert uavhengige

i Po(R).
En alternativ formulering av problemstillingen er & sette opp lineserkombinasjonen
c1p(t) + c2q(t) + csr(t) = 0

og vise at ¢; = ¢o = ¢3 = 0. Siden lineserkombinasjonen skal gjelde for alle ¢, vil man kunne
kreve tre ligninger: én for 2, én for t og én for konstantledd. Implisitt bruker man ogsa her
standardbasisen (1, ¢, %) til P(R), hvilket resulterer i et ligningssystem med samme matrise A
som ovenfor (evt. med omrokkerte rader).

e Siden
(p,q) =>_p(k)q(k) = p(0)q(0) + p(1)g(1) + p(2)g(2) =2-1+1-2+0-5=4

ikke er lik 0, star p og ¢q ikke ortogonalt pa hverandre.

Oppgave 6 Karakteristisk ligning A + A — 6 = 0 tilhgrende homogen ligning
y' +y —6y=0
har lgsningene A = —3 og A = 2, slik at Igsningen pa homogen ligning tar formen
Yn(t) = cre ™ + cpe®, c1,co € R.

Vi bruker ubestemte koeffisienters metode for & bestemme partikuleerlgsningen. Siden leddet e
i hgyresiden av ligningen ogsa opptrer i yy, blir gjetningen pa formen

yp(t) = Ate* + Bt + C.
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Ved innsetting av y, i differensialligningen,
4A(t+ 1)e* + (A2t + 1)e* + B) — 6 (Ate® + Bt + C') = 5¢* — 36t,
ender vi opp med kravene
e?: 5A =5, t: —6B = —36, konstantledd: B — 6C' = 0,
som har lgsningene A =1, B =6 og C' = 1. Altsa er generell lgsning lik

y(t) = yu(t) + yp(t) = cre™ + (t + co)e® + 6t + 1, c1,¢o € R,

Oppgave 7 e Siden Col A har ortogonal basis {u;, us, us}, far vi at projeksjonen blir

T <b’u1> <b,’u,2> <b7u3>
b = Py u(b) = ~2 %1
co1a(®) = T T ) 2 T T, )
e S
Ty T T s
1
1
T2l 1
1

e Minste-kvadratslgsningen til det overbestemte systemet Ax = b er lgsningen & pa syste-
met Ax = b, siden b er vektoren i Col A som minimerer avstanden til b. Gausseliminasjon gir
at

13 5[-1/21 1 00| 1
St too| 12l fo1 o012
AlB =1 1 12| oo 1| ol
13 3/-1/2) looo|l o

sa x = (1, —%, O). Alternativt kan man lgse normalligningene AT Az = AT b direkte, men det
blir mer arbeidsomt.

Oppgave 8 e Vektoren blir lik 1b; + 2by, = l 1] i standardbasisen.

—2

e La = € R? vaere en vektor. Basisbyttematrisen M fra € til % sender koordinatene [z]y i
basis ¢ til koordinatene [x]|4 i basis A, det vil si:
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Kolonnene i M blir da %-koordinatene til basisvektorene i %,
M =[lells [ed)s],

og vi finner M enklest ved a utfgre gausseliminasjonen [bl b, ‘ cy CQi| ~ [I ‘ M }:

~1 11 1] 1 0[3 2
AL 02]:[ 8 —5|4 1}”[@ 1|4 3}'

Konklusjonen er at M = E ?)]

Oppgave 9 La Oy betegne nullvektoren i V' og Oy veere nullvektoren i W. Da er Oy, € T'(U)
siden Oy € U (fordi U er et underrom i V') og T'(0y ) = Oy (fordi 7" er en linesertransformasjon).
Anta sa at wy, wy € T(U) og at ¢ er en skalar. Vi mé vise at

cwi +wsy € T(U)

Per definisjon finnes det uy,us € U slik at wy; = T'(uy) og wy = T'(ug). Siden U er et under-
rom, vet vi at cuy +ug € U. Dermed er T'(cu; + us) € T(U) per definisjon av T'(U). Men na
gjenkjenner vi at

T(cuy +ug) =cT(ur) + T'(uz) = cwy + we

fordi T er en linesertransformasjon. Altsa er cwy + wy € T'(U), hvilket var det vi skulle vise.

Oppgave 10 Vi skal finne en matrise C' slik at C(I — A) = I og ma benytte oss av at
A3 = 0. La oss multiplisere I — A med A* for k = 0,1,2:

I(I-A)=1-A4;

A(l — A) = A — A%

A% — A) = A% — A3,
Hvis vi summerer alle ligningene, far vi da at

T+A+AHT-A)=T-A)+A-AH)+(A2-AY=T-A=1.

Med andre ord er inversen lik I + A + A2
Alternativt: C'(I — A) = I impliserer at C' = I + CA, slik at C =1 + (I + CA)A og dermed
C=I4+{I+{I+CAA)A=T+A+A2+CA> =T+ A+ A%

(Eksempel: A = {gég},medzﬁp = [%%é] og A3 = [§§§],hvor [8 1 —ﬂ_; (I — At = {

OO

11
0]
(For interesserte: Dette er faktisk et spesialtilfelle av matrisevarianten for geometriske rekker:

S A =T A+ A4 =T -A)" = “]fA »
k=0

hvis || Al| < 1, hvor || A|| er “storrelsen” pa A—mer spesifikt: Frobenius-normen.)



