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Alle svar skal begrunnes, og det skal ga klart frem hvordan svarene er oppnadd. Hver av de 12
punktene (1, 2a, 2b, 3a, 3b, 4, 5a, 5b, 5¢, Ga, 6b, 7) teller likt ved sensuren.

23;:2‘1 pa polar form. Finn alle lgsningene til

= w og tegn lgsningene i det komplekse plan.

Oppgave 1 Skriv det komplekse tallet w =
ligningen z*

Vi har
30 (3-i)(-2i-1)
T 1T @i (—2i—1)
sa |w| =1 +1=+2, Arg(w) = —37/4. Dvs

w = V/2(cos(—3m/4) +isin(—3w/4)) = V2e /4,

=—1—1,

Lgsningene av z* = w blir da
2, = 28 (cos(—3m/16 + km/2) + isin(—37/16 + kr/2)), k =1,2,3,4.
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Oppgave 2
a) Bevegelsen til et mekanisk system er gitt ved differensialligningen
y" + 6y’ + 18y = 0.

Bestem om bevegelsen er underdempet, overdempet eller om det er kritisk demping. Finn
en partikuleer lgsning y(¢) som oppfyller initialbetingelsen y(0) = 0, 3'(0) = 0.6.

Karakteristisk ligning blir A + 6\ + 18 = 0 og A = —3 £ 3i. Systemet er underdempet
(Kreyszyg, side 66). Generell lgsning av differensialligningen blir y(t) = e 3/ (A cos 3t +
B'sin 3t).

Initialbetingelsen y(0) = 0,4'(0) = 0.6 gir A = 0 og B = 0.2. Sa partikuleer lgsningen
som oppfyller disse kravene er y(t) = 0.2¢~3 sin 3t.

b) Finn den stasjonaere lgsningen (the steady-state solution) til likningen

y" + 6y’ + 18y = 45 cos 3t.

Prover y,(t) = C cos 3t + D sin 3, setter inn i ligningen og far
(9C + 18D) cos 3t + (9D — 18C') sin 3t = 45 cos 3t.

Dette gir C' = 1,D = 2 og y,(t) = cos3t + 3sin3t. Generell lgsning blir y(t) =
e 3t (A cos 3t + Bsin 3t) + cos 3t + 2sin 3t. Siden e 3*(A cos 3t + Bsin3t) — 0 nar t — oo
blir den stasjoneere lgsningen y(t) = cos 3t + 2sin 3t. (Kreyszig, side 88)

Oppgave 3

a) Finn generell lgsning til ligningen

4 6
y'——y' + Sy =0, >0.
T T

Dette er en Euler-Cauchy-ligning, sa vi prever y(z) = ™. Det gir m(m—1)—4m+6 = 0,
og m = 2 eller m = 3. Generell lgsning blir y(z) = Az? + Ba3.
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b) Finn en partikuleer lgsning til ligningen

4 6
y'— =y + Sy = v%e”, x> 0.
T T

Vi bruker variasjon av parametre. Vi har y;(z) = 22, yo(x) = 2% og r(z) = 2%

Wronskideterminanten blir W(z) = y1(2)yh(z) — yi(z)y2(z) = z*. Lagranges metode
(Kreyszig side 98-101) gir da

/—dr+ /—d = /xemdx+x3/ezdx:

—z%(ze” — €%) + 2%e” = 2%e”.

2

Sa y, = x°e” er en partikuleer lgsning.

Oppgave 4 La

11 1
A=11 0 1
01 -1

Vis at A er invertibel og finn A~

Vi prgver a finne invers med bruk av Gauss-Jordan-eliminasjon.

11 1100 1 1 1 100
10 1010|—=]1]0 -1 0-110]|=—
01 -1 00 1 0 1 -1 001
10 1 0 10 100 -1 2 1
01 0 1 -10|—=/l010 1 -1 0
00 —1 -1 11 001 1 —1 —1
Sa far vi
-1 2 1
Al = 1 =1 0
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Oppgave 5 La V C R* veere lgsningsrommet til ligningssystemet
g

a)

b)

r+y—z+w =

0
r+2y—2z4+w = 0

Finn en ortogonal basis for V.

Matrisa til ligningssystemet er

11 -1 1
A:L 2 —2 1}’

etter Gauss-eliminasjon blir det

11 -11] [to o01]_,
12 -2 1 01 -10]| =

Systemet blir 1 + x4 = 0,25 + 23 = 0, &

T 0 —1
Ty | _ . 1 tw 0
T3 1 0
T4 0 1

En basis for V er {(0,1,1,0),(—1,0,0,1)} som ogsa er ortogonal. Sett v; = (0,1, 1,0),
vs = (—1,0,0,1).

Finn den ortogonale projeksjonen avb = (1,1,1,1) inni V.

Den ortogonale projeksjonen blir

b- b- P 0
2Vt 2 S(0.1,1,0) 4+ 5(=1,0,0,1) = (0,1,1,0).

Vi-Vp Vo - Vo

Finn en ortogonal basis for R* der de to fgrste basiselementene er de du fant i a).

Vihar V = Null(A) s& V1 = Row(A) = Row(B) og v3 = (1,0,0,1) og v4 = (0, —1,1,0)
gir en ortogonal basis for V4; {vy,vs, v3, v4} er da ortogonal basis for R* som gnsket.
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Oppgave 6 La

1 0 0 00
-t 1 0 11
M= 0O —t 1 01
0O 0 —t -1 0
a) Finn rangen av M for alle verdier av t.
Vi finner ved Gauss eliminasjon
1 0 0 00 1 00 0 0
-t 1 0 11 . 010 1 1
0O —t 1 01 0 01 t t+1
0O 0 —t -1 0 000 t2—1 t{t+1)

b)

Rangen til M er dimensjon til Row(M) som er lik antall ikke-null rader i siste matrisen.

For t = —1 far vi

100 00O
010 11
001 —-10
000 00
og rang(M) = 3.
For t # —1 deler vi siste rad pa t + 1 og far
100 0 0
010 1 1
0 01 t t+1
000 t—1 t

Siste rad er ikke-null, dvs rang(M) = 4.
Konklusjon: rang(M) = 3 for t = —1 og rang(M) = 4 for t # —1.

For hvilke verdier av t finnes det en 5 X 4 matrise L slik at M L = I, hvor I er identitets-
matrisen? (Svaret skal begrunnes).

ML = I betyr at det finnes vektorer Iy, [, 13,1, in R® (kolonner til L) slik at

Ml = . Ml = . Ml = . Ml =

S O O
o O =
oS = O
_ o O
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Det betyr at Col(M) = R*. Dette er ekvivalent med at rang(M) = 4, svaret blir ¢ # —1.

Oppgave 7 Ligningen
3% — 2y + 3y° =1

beskriver et kjeglesnitt i xy-planet. Finn et rotert koordinatsystem (2’,v’), der ligningen pa
kjeglesnittet er pa formen
M(@')? + Xa(y')? = 1.

Hvilken type kjeglesnitt er det? Tegn de nye koordinataksene og kjeglesnittet i xy-planet.

Ligningen kan skrives som

ESAR

3 -1
=[]
har egenverdier A\; = 2 og Ay = 4 (det(A—X) = (3—X)>—12 = (A—2)(A—4)) med tilhgrende
. 1 -1 20
egenvektorer v; = \%(1, 1) og vg = \%(—1, 1). S med P = \/ig [ 11 } og D = [ } er
A = PDPT. Ligningen er ekvivalent med

Matrisen

[z, y] PDP” { ﬂ = 1.

Sa med [/, ¢] = [z, y|P faes
2(2")2 +4(y)* = 1.

Dette er en ellipse med halvakser 1/v/2 og 1/2.




