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Oppgave 1

4 1
Sett w=+v3+i=re?. Daerr =+34+1=2, 6= arctanﬁ:%. For 2% = w far vi da

3 1. m 2kmy, o 3 uiy; 3 13 3 25
2 =v2e5FT T altsd 2o = V2eT!, z; = V2eT™, 2y = V2T,

Oppgave 2

a) Differensiallikninga kan skrives som

(%) Y~ Y = ai
Den har en integrerende faktor p(x) = eI = m—}rl Multiplikasjon av (x) med p(zx) gir
da

1 w1 1
z+1 Y S (41?2 241 (z+ 1)

Integrasjon og multiplikasjon med = + 1 gir sa

1 1

og y=(@+1)In(z+1)+1+C(x+1).
Av initialvilkaret y(0) = 1 far vi C' = 0 og dermed

y=14+(x+1)In(z+1).

1
b) Eulers metode bruker formelen y,.1 = y, + hf(zn,y,). Her er h = 50 0 = 0, z1 =

3 T4y 1 3 . o
Z -1 _ 2 — — | =~ 1) ~ — | = ys. Vit
2,.1’2 , L3 27 f(l‘7y) ZE+1’ 9(2) Y1, y( ) Y2, y(2) Y3 1 1ar
_1+1 1_3
N=HTH 1T
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Oppgave 3

a)

b)

Likninga y” — 2y’ + 5y = 0 har karakteristisk likning A> — 2\ + 5 med rgttene A = 14 2i.
Generell 1gsning blir da
y = e%(Cy cos 2x + Cysin 2z).

Initialkravet y(0) = 0 gir C; = 0. Dermed er 3y’ = Cye”(sin 2z + 2 cos 2x), og initialkravet
1
y'(0) =1 gir 2C, = 1, altsa Cy = 1. Losningen blir y = 56”3 sin 2.

Den homogene likninga 3” + 2y’ + y = 0 har karakteristisk likning A2 + 2\ + 1 = 0, og
dermed generell lgsning y, = Cie™® + Cyze*. Likninga y” 4+ 2y’ + y = sinx har da en
partikuleer lgsning pa forma y, = Acosz + Bsinxz. To ganger derivasjon og innsetting
i likninga viser at A = —%, B = 0. Den generelle lgsningen av y” 4+ 2y’ + y = sinz blir

altsa y =y, +yp = —% cosz + Cre™® + Chze™™.

To ganger derivasjon av y = 2P og innsetting i x%y” — 2y’ + 2y = 0 viser at y = 2P

tilfredsstiller likninga dersom p(p — 1) — 2p 4+ 2 = 0, altsa for p = 2 og for p = 1. De to

Igsningene y; = 2% og y, = x er linezert uavhengige siden kvotienten It ikke er konstant.
Y2

Vi Igser likninga x%y” — 2xy’ + 2y = 2 Inx ved metoden med variasjon av parameteren.

Metoden gar ut pa a bestemme to funksjoner u; og us slik at

yruy + youh, =0
1

Y + gy = (2 Inz) - —

(merk at differensiallikninga ma ordnes slik at y” far koeffisient lik 1). Lgsning er da
y1u1 + Youso. Vi far her
22 + zuh =0

1
2ruy + uby = iy
x
. Inz Inz . . . 1
Dette gir uj = —-, uy = ———, som ved integrasjon gir u; = ——(1 + Inz) + C,
x x x

uy = —1(Inz)? + Cs. Generell lgsning blir

1
y=—z1+Inx)— 53:(111 z)? + Cia* + Cox.
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Oppgave 4

a)

b)

Gauss-reduksjon av likningssystemet gir

T + o + x4 = 0
To — I3 = 0
0 = 0.
Vi setter 3 = s, x4 =t og far xo = 3 = s, 11 = —x9 — 14 = —s — t. Losningsvektorene
kan altsa skrives som
—s—1t -1 —1
= s _ 1 4y 0
S 1 0|’
t 0 1

s og t vilkarlige tall.

Matrisa A er koeffisientmatrisa til likningssystemet i a), og er radekvivalent med matrisa
11 0 1
0 1 —1 0f.Null (A) er lgsningsrommet til likningssystemet, sa en basis for Null (A)
00 0 O
—1 —1
. 1 0
Y1 ]o
1 1
De ledende elementene finnes pa plass (1,1) og (2,2). En basis for Row(A) er derfor
{[1t 10 1],[0 1 —1 0]}, ogen basis for Col(A) er

1 1
2, (1] p. Vihar at
2

Col(A)* = [Row(AT)]* = Null(A"). Gauss-reduksjon viser at AT er radekvivalent med
1 2 2
: 010
matrisa B = 00 ol
000
—2
Da AZ = 0 er ekvivalent med BZ = 0, far vi lgsningsvektoren © =t | 0 |, t vilkarlig.
1

-2
En basis for Col(A)t = Null(A") er da vektoren | 0
1
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ternativ: Vi har at dim Co + dim Co = 3, slik at dim Co =1. Co
Al Vih dim Col(A) + dim Col(A)* lik at dim Col(A)* Col(A)*+

(%1 1 1
har derfor en basis bestaende av en vektor v = [wvy|. Viskal hav- |2 =0o0gv- (1| =0.
V3 2 2
Dette gir v1 +2vy+2v3 = 0, v1 +vy+2v3 = 0. Lgser vi dette systemet finner vi v; = —2v3,
-2
ve = 0, slik at f.eks. vektoren = | 0 | danner en basis.)
1

Oppgave 5

a)

b)

Likningssystemet x,v0] + x20s + 2303 = 0 kan skrives som

2 20 .
. 1 20| . !
AZ =0, med A= 11 7| T= |2
100 =
1 10
: : . 010
Gauss-reduksjon gir at A er ekvivalent med B = 00 70 Systemet har derfor bare
000

Z = 0 som lgsning, og {¥, Uy, U3} er dermed linegert uavhengige.

Gram-Schmidt-algoritmen gir

2 2 2 0
S L1 q__,_772'171ﬁ_2_31_ 1
Uy =01 = 1| 2 = V2 ﬁl'ﬁlm_ 1 711 = RE
1 0 1 —1
ﬁ il L Tl
U3 =V3 — — = U1 — —5 U2
U - Up U2 - U
0 2 0 —2
- 0 _Z 1 _9 1 o —1
I 711 210 6
0 1 —1 —1
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Oppgave 6

1 11
a) Nara=1ler A= |1 1 1} og dermed det A = 0 siden A har (minst) to like rader.
1 11

a 1 1 a 1 1
Generelt har videt A=|1 a 1/=1|1 «a 1
11 a 0 1—-a a-1
a 1 a 1 9 9 .
= (a—1) LUt LT (a—1)(a*+a—2) = (a—1)*(a+2). (Eller uten radoperasjon:

det A = a® — 3a + 2. Vi vet at @ — 1 er en faktor, og ved divisjon far vi a® — 3a + 2 =
(a—1)(a®*+a—2).)

a— A 1 1
b) Egenverdiene til A er lgsningene av det(A — AI) = 0, altsa av | 1 a—XA 1 |.
1 1 a— A
Vi far fra punkt a) at determinanten er 0 nar a — A = 1 og nar a — A = —2, altsa nar
A=A=a—1log A=) =a+2.
Egenvektorene bestemmes av likningssystemet (A — A\I)Z = 0.
111
For A = \; =a—1er A— A\l radekvivalent med matrisa [0 0 0/, sa likningssystemet
001
—s—1 —1 -1
har Igsningene ¥ = s =s|1|+t]0
t 0 1
-1 -1
En basis for egenvektorene svarende til egenverdien A\; = a—1 er da f.eks. 11,160
0 1
11 =2
For A = Ay = a+2 er A— I radekvivalent med matrisa |0 1 —1|, sa likningssystemet
00 0
1
har lgsningene ¥ =t |1].
1
1

En basis for egenvektorene svarende til egenverdien Ay = a+ 2 er da f.eks. vektoren [1].
1



c) Differensialligningssystemet kan skrives som ¢’ = Ay, der i =

Side 6 av 6

Innsetting av i = ZeM med 7 konstant gir \#¥ = AZ. Vi far da tre linesert uavhengige

-1
lgsninger ¥ = | 1
0
-1 -1
Ci| 1 [+Cy |0
0 1

Oppgave 7

1
Mg = |0
1
e(ail)t+03

1

1
Yo = Cle(afl)t + 036(a+2)t’ Y3 = Cée(a*l)t —+ Cg€(a+2)t.

Y1
Y2 -
Y3
1
et og 7 = |1| ™' Generell lgsning blir § =
1
1| el@*2? eller y; = (—Cy — Cy)e @Vt 4 Cgelat2)t

Siden A og B er simileare fins det en inverterbar matrise P slik at P~!AP = B. Siden B og C
er simileere fins det en inverterbar matrise ) slik atQ'BQ = C. Vi har da at C = Q7 'BQ =
Q'PTAPQ = (PQ)'A(PQ), siden (PQ)~! = Q~'P~!. Det fins altsa en inverterbar matrise
R = PQ slik at R7'AR = C, og det betyr at A og C' er similare.



