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Fra Edwards & Penney, avsnitt 4.4

Som beskrevet i Algoritme 1 og 2 i EP, kapittel 4.4 pa sidene 190 og 193, kan vi
finne en basis for rad- og kolonnerommet til A ved forst & foreta Gauss (-Jordan)
eliminasjon, og deretter plukke ut de vektorene algoritemene tilsier. Vi far

11 -1 7 10 -3 4
A_ |14 516 |01 23
13 3 13 00 00
2 5 4 23 00 00

Altsé er en basis for radrommet (1,0,—3,4) og (0,1,2,3), og for kolonnerommet
(17 17 ]‘? 2) Og (1? 4? 37 5)'

Vi skal finne en basis 7' for R som inneholder v; = (1,2,2) og vo = (2,3,3). La A
veere matrisen med kolonnevektorer vi, vy og vektorene i standardbasisen eq, es og
e3. Da er R? = Col (A), og vi kan bruke Algoritme 2 (Basis for kolonnerommet, EP
4.4 side 193) som i eksempel 5, side 194:

1 21 00
A:[Vl Vo €1 €9 eg]: 2 3 010
2 3 0 01
Nar vi reduserer til echelonform far vi
1 2 1 0 0
E=101 2 -1 0
0 00 1 -1

Vi har ledende enere i kolonne 1, 2 og 4 i E. Disse tilsvarer vektorene vy, vo og s i
A. En basis for R3 som inneholder v; og vg vil da veere

T ={vi,va,ea} ={(1,2,2),(2,3,3),(0,1,0)}.
Vi har gitt en basis S = {vi,Vva} for et underromm av R*. Vi bestemme en basis

som inneholder S men som ogsa spenner ut hele R*, ved & bruke samme metode som
i oppgave 4.4.15. Neermere bestemt kan vi danne matrisen

121000
1 3 0100
A:[Vl Vg €1 €9 €3 e4]: 130010
1 3 00 0 1

og finne 4 lineszert uavhengige vektorer (blant vi,vg,e1, ez, e3,e4) ved & redusere A
til trappeform og plukke de tilhgrende kolonnevektorene.
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Dette gir

121000 12 10 00 12 1 000
A—130100—>01_1100—>01_1 1 00
130010 01 -1 010 00 0 -110
130001 01 -1 001 00 0 -101

12 10 00

_)01—11 0 0

00 01 —-10

00 00 -1 1

og Vi ser at vektorene {vi, Vs, ez, e3} danner en basis for R*.

Les innledningen til kapittel 4.4 for & fa tak i begrepet “irredundant”. Ut fra teorien
i 4.4 kan vi da karakterisere irredundante ligninger slik det er gjort i innledningen til

oppgaven.
1 5 2 1 3 5 2 1 3 5 2

2 -1 3 0 0o -7 -7 -4 0110

-1 3 1 5 0O 6 6 7 0 001

2 1 5 4 0 -5 =5 0 0000

Et irredundant system bestar derfor av ligningene 1, 2 og 4 i det gitte systemet.

Laay, ag, ..., a, vaere kolonnevektorene (sgylevektorene) til den gitte m x n-matrisen
A. Daer altsd A = [al az ... an], og ligningssystemet Ax = b kan skrives

r1a1 + 28 + - -+ + xha, = b.

For en gitt b € R™ vil folgelig ligningssystemet Ax = b ha lgsning hvis og bare hvis
b € span{aj,as,...,a,} = Col(A4). Vi har dim Col(A) < n. Dan < m, er Col(A) et
ekte underrom av R™. Det finnes derfor b € R™ som ikke er i Col(A). For slike b
har Ax = b ingen Igsning.

Alternativ lgsning: Siden n < m, vil echelonformen E til A ha minst én nullrad.
Dette betyr at systemet Ex = b, der b = (0,0,...,0,1), er inkonsistent. Vi kan
skrive E = BA (der B er et produkt av elementeere matriser). Siden B er invertibel
(enhver elementeer matrise er invertibel, og dermed er ogsa ethvert produkt av slike
invertibelt; se side 50-51 i E&P), har vi A = B~1E og det fglger at systemet Ax =
B~'b = b’ er inkonsistent (dersom det har lgsning, si har ogsd Ex = BAx =
BB~'b = b lgsning, men dette er en selvmotsigelse, siden vi valgte b nettopp slik
at Ex = b ikke har lgsning).

Med andre ord, vi finner forst en b slik at Ex = b ikke har lgsning (noe vi kan
fa til, ettersom E har minst én nullrad), og utfgrer elementare radoperasjoner pa
den utvidede koeffisientmatrisen [F | b] til vi har oppnadd A i venstre kolonne (dette
svarer til & utfere inversen til hver radoperasjon som ble brukt for & bringe A over til
E, men i motsatt rekkefglge). Vi star da igjen med et inkonsistent system [A|b'] =
[B~1E|B~'b].
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Fra Edwards & Penney, avsnitt 5.1

Av definisjonen i formel (1) far vi
V1-V2:15—10—4—1:O,
vi-v3=15+0-32+17=0,
VQ-V3:9+0+8—17:0.

Vektorene er altsa innbyrdes ortogonale.

Vi kan gjgre som i eksempel 4, EP side 218. La A ha vy og va som rader, dvs

12 523
A_[371195]

Da er V = Row(A) og V1 = Row(A4)* = Null(A). [ Teorem 5 side 217 i EP ]. Vi
finner en basis for Null(A) ved & bringe A pa redusert echelon form

12 5 2 3 12 5 2 3 10 13 -4 11
3 7 11 9 5 01 -4 3 —4 01 -4 3 —4 |

Vi velger x3 = r, 24 = s og x5 = t. En basis for V- blir dermed u; = (—13,4,1,0,0),
uz = (4,-3,0,1,0) og ug = (—11,4,0,0,1).

a) Ved a bruke formlene (2) og (3) (side 211 i E& P) og definisjonen |w| = /w - w
far vi
lu+vP+ju—vP=(u+v) - (u+v)+u-v) (u-v)

=u-u+v-ut+u-v+v:-v+u-u—v-u—u-v+v-v

=2u-u+2v-v=2uf+2|v]?

b) Helt tilsvarende punkt a), far vi at
v = Ju— v2 = (04 v) - (-t v) = (u—v)- (u—v)

=u-ut+2u-v+v-v—(u-u—2u-v+v-v)

=2u-v+2u-v=4u-v

Hvisu-v=0ogu+v=0,sder
0O=u-(u+v)=u-ut+u-v=u-u=uf

Altsa er u = 0, og dermed ogsa v = —u = 0.

Eksamensoppgaver

’ Des. 03, oppg. 5‘ a) La A veere 5 x 3-matrisen som har vy, vo, v3, v4, vs som rader. Da
er V =Row(A) og V+ = Null(A). Vi omformer A til en (redusert) echelonmatrise:

1 3 -2 1 3 -2 1 0 1
1 0 1 0o -3 3 01 -1
A= |2 1 1l ~0 -5 5[~ 10 0 O
1 2 -1 0 -1 1 00 O
3 1 2 0 -8 8 00 O
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Daery; = (1,0,1) og y2 = (0,1, —1) en basis for V.= Row(A), og z = (—1,1,1) er
en basis for V+ = Null(4).

b) Ved & bruke Gram-Schmidts ortogonaliseringsalgoritme far vi en ortogonal basis

for V:
! y2-u Of (Y 1|1
1 u - up 1 1 1
Den ortogonale projeksjonen av b = (—1,3,2) inni V er
1
b-u; b - us 1
P:( >u1+( )u2:*U1+u2: 1
up - up us - U 2 0

Alternativt: p = b — q der q er den ortogonale projeksjonen av b inn i V=

oy -1 11 1
p=b-a=b-(-—)a=| 3| -2| 1| =|1
“e 2 1 0

Alternativ (uten Gram-Schmidts ortogonaliseringsalgoritme og Teorem 1): Vi kan
uttrykke b pa formen b = p+q, der p = c1y1 + c2y2 er den ortogonale projeksjonen
av b inn i V og q = c3z for konstanter c;, co og c3 (se E&P s. 222).

Vektorligningen c1y1 + coy2 + c3z = b gir oss det linesere systemet

C1 —63:—1
Co +c3 = 3
cp—cy+cy= 2

Ved Gausseliminasjon far vi

1 0 —1,-1 1001
0 1 1, 3| ~|0 1 0,1},
1 -1 1 2 00 112
slik at systemet har unik lgsning ¢y = 1, ¢co = 1, ¢3 = 2. Den ortogonale projeksjonen
av b inn i V er dermed gitt ved

1
P=y1+y2=|1
0

c) Dersom av+fw =0,saer 0 =v-0 = v-(av+pw) = a(v-v)+8(v-w) = a|v|?.
Siden |v|? # 0 nar v # 0, fglger at a = 0.

Ved & ta prikkproduktet med w, kan vi pa samme méate konkludere at 5 = 0. Dette
viser at v og w er linesert uavhengige.

’ Mai 01, oppg. 4| Nullrommet til A, Null(A), er lgsningsrommet til det homogene syste-
met Ax = 0. Vi finner lgsningene ved forst & omforme A til en echelonmatrise E
(evt. en redusert echelonmatrise):

1203 5] L2 3 5] L L2 35
A=1|1 5 -9 —4 ol 3 —12 -9 3 01 -4 —-3| =E.
295 2 7| CREFR Ay 1y _g| CDRAR 1 o g
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Med z3 = s og x4 =t blir 9 = 4x3 + 34 = 45 + 3t og 1 = —2x9 — 3x3 — Dy =
—11s — 11t slik at Null(A) er gitt ved

(z1,22,x3,24) = (—11s—11¢,4s+3t, s,t) = s(—11,4,1,0)+¢(—11,3,0,1), s,t €R.
En basis B for Null(A) er vektorene vi far med henholdsvis s = 1, ¢t = 0 og s = 0,

t=1:
B ={(-11,4,1,0),(—11,3,0,1)}.

I det gitte inhomogene systemet er hgyresiden b = (1,1, 2) lik forste kolonne i A slik
at én lgsning er x9 = (1,0,0,0). Lgsningsmengden er alle vektorer av formen

x =x0+xp =(1,0,0,0) + s(—11,4,1,0) + ¢(—11,3,0,1), s,t€R.

b) I echelonmatrisen E er kolonne 1 og 2 pivotkolonner. De tilsvarende kolonnene i
A er da en basis S for kolonnerommet Col(A):

S ={(1,1,2),(2,5,5)}.
Ikkenullradene i E er en basis T' for radrommet Row(A):
T={(1,2,3,5),(0,1,—4,-3)}.
Siden Row(A)+ = Null(A), far vi fra a) at en basis for Row(A)* er

B ={(-11,4,1,0),(-11,3,0,1)}.

Flervalgsoppgaver

Vektorene u = (2,2, —1,k) og v = (k, 1,1, k) er ortogonale hvis og bare hvis u-v = 0.
Vi far
u-v=2k+2-1+k =k 4+2k+1=(k+1)>2
Vi ser at u - v = 0 hvis og bare hvis k = —1. Riktig svar er fglgelig alternativ C.
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