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M Mentimeter

1. Komplekse tall
>4 = +/—1
> z=a+ bi = Re(z) + Im(2)i
S 2 —al— 0

> z = re'9T2™) = p(cos(0) + isin(6))

n

>2"+a, 12V 4+ ... +ajz+ag = H(z— Z; )
i—1
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Hva er z2?

alt?2 + s b abz2+b 2] ahrz2-bhz
piZ 2abi+bA2
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Hvor mange lesninger har likningen
102° + 2= —1

Ingen 1 5
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2. Linecere likningssystemer og gausseliminasjon

BinLn F .- O11 L bo
_} —
ArinLn + ..« + Q121 b,,
A1n aii bo
_).
_amn & & @ arml bm o

> Radoperasjoner: 1. Multipliser rad 2. Legge til multiplum av rad 3. Bytte rekkefolge
~> Trappeform, pivotelementer og redusert trappeform

> Enhver matrise A er radekvivalent med en redusert trappeformmatrise B
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Ingen av
disse
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Hvis A eren m X n-matriseogn > m, og
likningssystemet Ax = b erlesbart, s& har vi

En l@sning Uendelig Ingen
mange lasninger
losninger
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3. Vektorligninger

>aixr + ...+ a, T, kdlles en linecerkombinasjon av vektorene x; med vekter a;

> Det linecere spennetav i, ..., T, (S p{a:l e Lo }) er delmengden av vektorrommet bestdende av
alle linecerkombinasjonerav x, ..., x,
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1 1
Beskriv geometrisk det linecere spennet av 0 0
1 0

En linje Hele RA3 xz-planet

i a



> Matriseoperasjoner A(v + w) = Av + Aw, A(cv) = c(Av)
> Matrisemultiplikasjon A(BC) = (AB)C, (cA)B = ¢(AB) = A(cB),A(B+ C) = AB + AC
~> Den transponerte bytter om rollen pd rader og kolonner

> (AB)' =B A"

%In:

_}

%.

> Vikan finne deninverse av Aved & lese [A|IL,| ~ |1, \A_l]

(1 0
0 1
[0 0

visAB = I, = BA,sderBinversavA

vis A erinverterbar har Ax = b en entydig l@sning

|

&AU = I

4. Matriser
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Hvis A eren (m X n)-matrise og B en
(m x k)-matrise, séer (B* A)*

eeeeee
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5. Linecer uavhengighet

> v1,..., U, erlinecert uavhengige hvis eneste lesningava;vy + ... +a,v, = 0erata; =...=a, =0

> Hvisvy, ..., v, erlinecert avhengige, eksisterer det minst eén v, som kan uttrykkes som en linecerkombinasjon av de
andre.

> v1,...,U, € R" erlinecert uavhengige hvis og bare hvis Sp{vy,...,v,} = R"
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er

Linecert Linecert
uavhengige avhengige
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{vi,...,vn},v; ER",m >ner

Linecert Linecert Vet ikke
uavhengige avhengige
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6. Determinanter

> det — ad — bc

> 1.det[a1} — ay.2.det A = Z afijcija Cz‘j — (—1)i+jdet*‘4’i:f
i=1

> a)detB = k - det A hvisvigangerenradi A med kb) det B = det A hvis vilegger et multiplum rad i A tilen annen ¢)
detB = —det A hvis vi bytter rader

> Hvis A er triangulcer er determinanten lik produktet av diagonalen, detA = T'rA

> detAB = detA - detB

> detA" = detA
> Aerinverterbar hvis og bare hvis det A # 0
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Hva er volumet av parallellepipedet utspent av

a,b,c € R°?A = [a,b,c

det A axbxc |det A| lal|bl|c|cos(e)

i a
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Ol = DN
N OO =
)

1
Hva er determinantenav | 2
3




M Mentimeter

/.\lektorrom
> Vektorrom V = mengde vektorer {'Ul, s ,vﬂ} lukket under addisjon (v; + v9 € V') og skalarmultiplikasjon (
av € V,a € R)+aksiomer
> 1. (wt+v)+w=u+ (v+ w)
2. utv=v+u
3. v+0=v

4. u+(—u)=0
5. (ab)u = a(bu)
6. lu=u
7. a(u+v)=au+ av
8. (a+b)u=au+ bv
> P = {p(x) = anz" +... + apz’,a € R}
> C" (D) = {n ganger kontinuerlig deriverbare reelle funksjoner paa D C R, f : D — R}

> Uendelige rekker (a1, as, . . .)
> Matriser M, (R)
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/.\/lektorrom

> B = (by,...,b,)erenbasisforV hvis Sp{b;,...,b,} = Vog{by,...,b,} erlinecert uavhengige.

T
> Enhverv € V kan uttrykkes som Z c:b; = [Ci]B
)

> dimV = |B
> Underrom U = delmengde av V som ogsd er vektorrom.Sjekka)0 € U,b)u +v € U,c)cu € U
> HvisU C VsderdmU <dmV
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/.\/lektorrom

> ColA={Az e R" : v € R"} C R™ form X n-matrise A
>NulA={x € R": Az =0} CR"
5> Row A=Col AT C R"

b 1 U e
> A= [11 2]T = [ﬂr:, b, {‘3] = il 1 a ~ - — [a‘rjb?f c"]
as bg (6) 0 1 E’tg
ey
> Serat Az = Ohvisvisetter z; = —c| T3 0gzy = —chzz = Null A = Sp{| -} | }
[ 1

> Videregirc' = cja’ + chb' ate = cja + chb = Col A = {a, b}
» Radoperasjonene viser at radene er linecert uavhengige = Row A = {1,, 2}

> Basis for: 1) Col A = pivotkolonner, 2. Row A = pivotrader, 3. Null A = frie variabler
> dim Col A =dim Row A =rank A
> dimNullA+rank A=n
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a b

b c
underrom av Moo (R)?

ErM:{[ ],det(A)>0,a,b,c€R}et
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Hvilken av felgende mengder er en basis for

P,?

33 )2 X003 X2, Ingen av
X, delene
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0 b 0 O e
a by co dy e
0 O 0 O e3
0 b4 0 0 €4

Hvis A = ogai,bi,ci,d@-,ei %O,s&er

rank A=3 dimrow A dimcol A Ingen av
ogdim =2o0gdim =2 o0gdim delene
null A=1 null A=3 nullA=2
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8. Linecertransformasjoner

> T : U — V erenlinecertransformasjon hvis T'(cu + dv) = ¢T'(u) + dT'(v)

>KerT ={veV :T(v) =0} ImT ={T(v)}

> T erinjektiv hviss Ker T' = 0 og surjektiv hvissIm(T) = W

> T :R" — R™ kanbeskrivesvedT'(z) = Az derA = [T'(e1) T'(e3) ... T (e, )] kalles standardmatrisen til T’
> B,CerbasiserforV, W ,séer |T'(v)|c = Alv]gmed A = [[T'(b1)]c,...,|T(b,)]c]

> KerT =Null AogIm(7T) =Col A

> T er surjektiv hvis Col A = R™ og erinjektivhvisdim Col A = n

> Hvis S(T'(v)) = vog T(S(w)) = wforallev € V,w € W,sderSogT inverse og V og W isomorfe

\

> T har en invers hviss injektiv og surjektiv=- A erinverterbar



ibasisen B = (

[-10, 16]

[-10, 8]

55 12]

lngen av
delene

M Mentimeter
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Enlinecertransformasjon?’ : V. — W fordimV = nogdim W = m gitt ved
T'(v) = Avhareninvers hvis

T eren Rank A = A Alle
isomorfi n=m

i a
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9. Projeksjon

~> Indreprodukt (-r, > .V XV — Roppfyller: 1. symmetri, 2. linearitet, 3. positivitet
> Ll =gy
2.(u, av + bw) = alu,v) + b{u, w)
S, ) 2 0,=0=0v=—20
> Prikkproduktet er "standard" indreprodukt i R"

(v, w)
> [[vll = /(v v) 0g cos(8) =
|| [|w]]
> v, w er ortogonale hvis cos(#) = 0, og parallelle hvis cos(f) = +1
o . X
> Projeksjonen av w pd linjen utspent avv: P, (w) = < > ()
v,V
> La (b, ..., b, ) voere en ortogonal basis for U, da er projeksjonen av w pd U gitt ved

) = B, (w)+ ...+ B, (w)
> Py (w) er det noermeste punktet tilw pd U og avstanden fraw til U er ||w — Py (w)]|



9. Projeksjon

> Det ortogonale komplementet tiU C VerU— ={v e V: (u,v) =0 Yu € U}

> dmU-LdimU*- =dmV

5> Py : V. — Vererenlinecertransformasionmed Im P = U ogKer Py = U+

> Py (‘U) — Av, med A definert av hvordan projeksjonen fungerer p& basisen

> Forenreellm x n-matrise 4,séer (Col A)~ = Nu.

1 AT og (Nu

> Gram-Schmidt-metoden gir en ortogonal basis {uy, . . . , U, } utifrabasis {vy, ..., v, }:

1 A)* = Col A*

k—1
L =91 200 — Vi _ZPui (Uk)
11

1

b
(g = 5 [ f@gle)datorf,g € C(la,t)

M Mentimeter
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3 \ A2 1
Er o ortogonale mh JU) = ?
[119[1] ° R [1 3]”

Ja Nei Vet ikke
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0 O

v en projeksjon?
2 1]

Representerer Py (v) = [

Ja Nei Vet ikke
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Finn en ortogonal basis ut ifra basisen {1, cos(x) } mhp
/2

(f,9) = f(z)g(z)dz

{x sin(x)} {1, sin(x)-pi/ {1, cos(x)-2/
2} pi}
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10. Egenverdier og -vektorer

> AerenegenverditilT : V' — V hvis det eksisterer en egenvektor v # O slikat T'(v) = Av

> XA = 0 erenegenvektor hviss A ikke erinverterbar

> {v € V|T'(v) = Av} angir egenrommet til egenverdien A

» Finner egenverdier ved 4 sette det(A — AIH) = (0 og egenvektor ved & lose (A = /\In)v —1

> n X n kompleks matrise har alltid n egenverdier (inkl mult.).

> n X nreellmatrise, hvis n odde = > 1 reelle egenverdier (A og F): c )
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Hva er egenverdiene til ?

0 —2

=5 0g| -3,-10g | Lollele 3049 -i
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3 0 O
Egenrommettil A\ = 3for |0 —z O | har

0 0 3

dimensjon?
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11. Diagonalisering

> A = n X n matrise er diagonaliserbar hvis A = PDP 'medD diagonal og P inverterbar
> A¥ = pp*p!
> A er diagonadliserbar hviss A har n lin. uavhengige egenvektorer v;. D = diag(A1,...,A\n), P = [v1,...,v,]

> Hvis T : V' — V er diagonaliserbar, utgjer egenvektorene en basis B for V og vi kan skrive [T'(z)]g = D|z|z

> 2 x 2reellmatrise Amed A\ = a — bi og egenvektorv € C*.Daer A = PCP ', P = [Re(v), Im(v)],C = ["1 _b]

> En symmetrisk matrise (A = AT) har n reelle egenverder og er diagonaliserbar

> Egenvektorene til en symmetrisk reell matrise har ortogonale egenvektorer (for A; # Aj)

> Enreelln X n-matrise A er ortogonalt diagonaliserbar med A\; € IR hviss A er symmetrisk

S b 4 — QDQT der D er diagonal og Q ortogonal (kolonnene ortonormale)
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2 1

ErA—|
|

] diagonaliserbar?

Ja Nei Vet ikke
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2 1
Hvaer A° for A = ?

1 2

[2,1:1,2] 1123083 1, [223, 1863 [3043.103;
G031 305 143 263 123 383]
1, 303+]



> Minste kvadraters lasning & for Az = bermin,{||Axz — b||},dvs Az € Col A ncermest b
> = A% — beri(Col A)* = Null A" = AT (A% — b) = 0ogvileser AT Az = A"

> Interpolasjon finner et polynom 'p(m) =a,z" +...+ ayx

12. Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

{@,91), s (@moym) € R}

F .n
Zq

Tt
_Lm

> Gir Az = boghvisn < m = minste kvadraters lasning gir "beste" polynom

1

|

Y1

som gdr gjennom datapunktene

_Ym _

M Mentimeter
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12. Interpolasjon, regresjon og markovkjeder

- Markovkjeder beskriver en stokastisk sannsynlighetsmodell der systemets tilstand ved tid ¢ + 1 er kun avhengig av
tilstandenved tid ¢

n

> xg sannsynlighetsvektor (xy; > 0, Z xo; = 1), M stokastisk matrise (kol = sannsynlighetsvektorer), Markovkjede
j=1
s 2
— {.CC[},Mx[],M L0y }

> En stokastisk matrise har alltid A = 1 som egenverdi, og tilherende egenvektor g (med Z q; = 1) kalt likevektsvektor
1

> Hvis M regulcer stokastisk matrise (det finnes en k slik at (JM*If )%-j > (), da vil Markovkjeden konvergere til g uavhengig
av I



Finn forste ordens-polynomet som passer best

til (07 1)7 (17 2)3 (27 4)7

y =x+1/2 y = 3/2x+5/6 y = 3/2x+1/6
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Hvert ar flytter 5 prosent av Oslos befolkning til
Trondheim og 15 prosent flytter motsatt vei, mens
resten blir. Hvordan blir fordelingen pa sikt?

3/4 av 4/5 av 1/3 av 2/7 av
totalen totalen totalen totalen

boriQOslo boriOslo bori Trd bori Trd

i a
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13. Systemer av differensialligninger

> Lasningene tilyjr — Ay utgjer et vektorrom

> Hvis A = PDP ! kanviskrive omtilz’ = Dz hvilket gir z; (t) = c;e™! ogy(t) = civizi (t) + . .. + cpvpzn (t)
> Initialbetingelseny(ty) = yo € R" gir énunik lesning

> Fasediagram er en skisse av dlle lasninger og orientering = vektorfeltet til A + kurver langs pilene

> Foren 2 X 2-matrise har vi tre scenarioer 1. to unike, reelle retter, 2. to komplekse rotter, og 3. En reell rot
> 1y(t) = crvre™* + cpvpe™”

> 2.y(t) = c1e”(Re(v)cos(bt) — Im(v)sin(bt)) + coe™ (Re(v)sin(bt) + Im(v)cos(bt)) for \; o = a = bi
> 3.y(t) = c1e™v + coe (tv + w) der (A — AM)w = v

> Homogen likning:y' = Ay, Inhomogen likning: 3/ (t) = Ay(t) + f(t)

> Generell lzsning avinhomogen ligning: y(t) = yn () + Y, (t). dvs summen avhomogen lasning og partikulcerlasning
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Finn generell leasning for

2 1
= Ay, A = ?
Y Y {9

[1;2]exp(t) [1;-1]exp(3t) [1;-1]exp(t)
+[2:1]lexp(2t) +[1;-1]exp(t) +[1;-1]exp(3t)
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14. Andre ordens differensialligninger

0 1
>y’ + a1y +apy = Ogirt.ordens systema’ = Az, A = [ ay —a ]

> Karakteristisk likning: det(A — AI) = A2 + a1 A +ag =0

<> Gir lesning av x som tidligere funnet med egenvektorer [ ] og tre scenarioer

> 1L.y(t) = ¢ eM? | eoe???

> 2.y(t) = c1e®cos(bt) + cye™ sin(bt) for Ao = a + bi

> 3.y(t) = cret + cpe
> Lesningeravy” + a1y’ + agy = ferpdformeny(t) = yu(t) + y, ()

w0 = () [ L0

> Gjetter gjerne partikulcerlesning §,, ~ f(t). Hvis g, ~ yp(t) = nytt gjettt - g,

i t)f(t
) dt — y1(t) f L (P)[;_f( ) dt med W = y1 (t)y,(t) — y2(t)y1 (t) og Y1, y2 lin. uavh. homogene lesninger

> Initialbetingelser y(tg) = a og ¥y (tg) = b gir unik lzsning
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Finn unik lesning for
y' +2y +y=0,y(0) =3,y (0) =22

3exp(t)- 3texp(t)- texp(t)-
texp(t) exp(t) exp(3t)
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Finn generell loasning for
Yy + 2y + 2y = cos(t)?

y(t) = Aexp(- y(t) = Aexp(- y(t) = Aexp(-t)
t)cos(t) + t)cos(t) + + Bexp(-t) +
Bexp(-t)sin(t) Bexp(-t)sin(t) 2/5tsin(t)+1/
+ 2/5sin(t)+1/ + 2/5tsin(t)+1/ Stcos(t)
5cos(t) Htcos(t)

i a



TMA4115 Matematikk 3 M Mentimeter
Interaktiv forelesning uke

L
.
“
N
»
r.:. '.'-__l
A "
b) Finn projeksjonen avb = | 0 | ned W
-
11 ) N
o Wy
pa U. . N
¥
¢) Finn minste kvadrats-lgsningen av b
"'i.‘
det inkonsistente ligningssystemet ""*‘:s,,’
¥ = L{H — [ .I HE

Ax=b, hvor
vaere to ordnede basiser for B, Bestem

basisbyttematrisen fra

d) Hva er projeksjonen av b ned pa

a) ¢ til B T
' Null(A' )?

b) #til ¢
5 | Skriv alle lpsningene av ligningen

La T: V — W vare en linertransformasjon . j—3

-
el p—

mellom to vektorrom V og W og la V2(2 +1)

| P " - - rara lrEmsmse § 15
vi,...,v. } veere en mengde av vektoreri V. 2 : )
Wisais M) W8 A £ 5 s pa formen z=x+iy og tegn de i det
Anta at T ogsa er injektiv og vis folgende: ] ]
: komplekse planet.

P [ 1 1T Al e T i g il "-. - A - o
Dersom {v,,...,v} lineart uavhengigil O] a) Finn generell lasning til felgende

A R - ifferensiallignineg:
saer {T(v;),....,T(v.)} line=rt uavhengigi w. differensialligning

Pl ) - — v'—4y'+5y = 2cos t.
| 3 | Bestem dimensjonen til (ColA)* nar ¢ . .

——

b) Les initialverdiproblemet

y'—4y'+5y =0,y(0)=1,y(0)=0.

s
T| La U=5Sp l 0
1

underrom i &*.

7 | Lgs initialverdiproblemet

a) Lag en ortogonal basis for U med

Gram—Schmidts algoritme.

1




