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Interaktiv forelesning uke 16

Mer om differensialligninger og repetisjon
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Agenda

> Losning av 2. ordens differensialligninger

~> Repetisjon - oppgavelgsning
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1.Skrivomy -+ 5y + 6y = (O til et
system av 1. ordens ligninger og finn
lgsningen som oppfyller

yhh (0] |
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Enhver 2. ordens diff.likning v + a;y + apy = 0 kan
skrives om til et 1. ordens system ' = Axr med

A =[[0,1];[~ao, —a1]] 0@z = [y;

Usant Vet ikke
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Den karakteristiske likningen
. a1\ + ap = 0 far vi nar vi skal finne
egenverdier til A.
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1. Skrivom <y’ + 5y + 6y = 0 til et system
av 1. ordens ligninger og finn lgsningen som

oppfyller y(0) = y' (0) =1

Skriver om til et 1. ordens system ' = Ax

0 1
med A = og loser

b
karakteristiske likningen \> + 5\ + 6 = 0
slikat \{ = —2o0g \y = —3.

. 1}
Finner egenvektorer v; — og generell

A

e .
lgsning £ = ¢y g Lk Co ¢
2 has
Initialbetingelsene girc; = 4,co = —3 og

gyt =2[1] =4 © ~3e 7
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2. Finn en generell lgsning for
ligningene og angi en basis for
lgsningsrommene:

a)y +4y +4y=0

b)y” + 2 + 2y = 0
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2a)y” + 49/ + 4y = 0 gir karakteristisk likning
(A + 2)* = 0 ogbasisen vil veere pa formen

6

1
exp(2t) og exp(-2t) og exp(2t)cos(2t) Ingen av
exp(-2t) texp(-2t) og delene

exp(2t)sin(2t)
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2a)y” + 4y +4y=0

Karakteristisk likning
A% L 4) L4 (gir
A1 = Ay = —2 og generell lgsning

y(t) = cie * + cate * ogbasis
((F_B—Q?f.J te—Zt ).
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2b)y" + 2y’ + 2y = O gir karakteristisk likning
(A + 1)* + 1 = 0 ogbasisen vil veere pa formen

6

exp(t) og exp(t) og exp(-t)cos(t) Ingen av
exp(-t) texp(t) og exp(- delene
t)sin(t)
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2b)y" + 2y +2y =0

Karakteristisk likning
A° 4+ 2) + 2 = O gir

A12 = —1 &£ 7 og generell lgsning
y(t) = c1e “cos t + cpe 'sin t og
basis (e "cos t,e "sin t).




3. Finn partikulser lgsning til:

a)y” (i 4y - et

b)y" _y/ i 2y: th
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3a)y" + 4y = O gir karakteristisk likning \(\ + 4) = O og
)\1 — O, Ao = -—-4oglasn.i.ngy(t) — clet = i 026_4t

8

Sant Usant Vet ikke
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3a)y” + 4y = e medy;, (t) = cicos 2t + cysin 2t har
partikulser lgsning

Aexp(2t) Acos(2t)+ Aexp(-t) Ingen av
Bsin(2t) delene




3a)y”’ +4y = €’

Venstre side: )\2 + 4 = ( gir /\1:,2 — +27 00
Yh (t) — c1c0s 2t + cosin 2t.

Hoyre side gjetter vi y, = Ael.

Yp = Yp = Yp,insatt gir

A€t+4Aet_et:>A_%_

1
Yp = —é'

5
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)y —y —2y=e‘git)° - A-2=(A+1){(A-2)=00g
At =1 A0 = —=2 oglﬁsn.ingy(t) e clet e Cgemm

O

Sant Usant Vet ikke
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3b)y’ — 1y — 2y = e* medy,(t) = ciet + cye” har
partikulser lgsning

Aexp(-t) Atexp(2t) Aexp(2t) Ingen av
delene
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3b)y" . y! . 2y o 62t

Venstreside: A — A — 2 =0git s = —1, )y = 2
og s, t] — e’ L eaen

Hoyre side: gjetter i, — Ae®', men ser dette er en

losning av y;, og gangermed ¢: y, — Ate* . Dablir

U, Ae* + 2Ate* og i Ade 4 4At62tj
innsatt i diff.likningen:
(440" LdATe™) (Ae” 1 0] TAe” — ol s A -
1
Yp = —te

3
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4. Angi form pa partikuleer lgsning av:

a)y// _y/ —2y:t€2t

b)y" + vy = cos(t)
c)y’ +y=sin(t) + 3 L

d)y" i 43/, a 4y i t26—2t . te?)t

O
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4a)y”’ —y — 2y =te* medy,(t) = cie ! + cre” vil
gi partikulser lgsning

3

At exp(2t) At"2 Aexp(2t) + Atexp(2t) +
exp(2t) Btexp(2t) Bt*2exp(2t)
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4a)y// . y/ - 2y o teZt

Venstre side: \° — \ — 2 = O gir

)\2 — —].,Ag — 209

it 2 eie Lo

Hoyre side: gjetter (At + B)e*', men ma
gangemed {tda Ay = 2.Dvs

Yy, (t) = t(At + B)e”
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4b)y" + y = cos(t) medyy, (t) = c1cos(t) + cosin(t)
vil gi partikulser lgsning

Acos(t) Acos(t) + Atcos(t) Atcos(t) Ingen av
Bsin(t) + Btsin(t) delene




4b) " + y = cos(t)

Venstreside: \> + 1 = 0 gir A\ 2 = 12

og Y, (t) = cicos(t) + casin(t).

Hoyre side: gjetter Acos(t) + Bsin(t),
men ma gange med { da dette er en
lesning for den homogene likningen. Dvs

yp(t) = t(Acos(t)

Bsin(t))
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4c)y’ + y = sin(t) + 3t* + 1 med
yn(t) = cicos(t) + cosin(t) vil gi partikulser lgsning

Asin(t) + Atcos(t) + A (t) + Inge
Bt*2 + C Btsin(t) B (t) + dele
Ct"2+D
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ad)y’ + 4y + 4t =t'e ' +te’ medy,(t) = cre ¥ + cote ' vilgi
partikulser lgsning

3
1
Aexp(-2t) + At"2exp(-2t) At"3exp(-2t) Ingen av
Bexp(3t) +Ct + Btexp(3t) +Bt*2exp(- delene
2t) +
Ctexp(3t) +

Dexp(3t)
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4d)y" i 4y/ o 4y a t26—2t . t€3t

Venstre side: \* + 4\ + 4 = 0 gir
Al = A= —20gyn(t) = Cié ' biate .

Hoayre side: gjetter
(At° + Bt + C)e ® + (Dt + E)e*, men
ma gange forste ledd med ¢* da
Al — Ag — —2.Dvs
y,(t) = t°(At* + Bt + C)e * + (Dt + E)e*
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5. Finn andre ordens diffligning som tilhgrer x' (¢) = . x(t)

v (t) - y(t) + v'(t) + y(t) - v'(t) +
2y'(t) = 0 2y'(t) = 0 2v'(t) = 0
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6. Forhvilke A er (u,v) = u' Av,der A

eren?2 x 2 -matrise,?et indreprodukt i R-
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Et indreprodukt tilfredsstiller
(cu,v + w) = (cw,u) + (cu,v)

Sant Usant Vetikke
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6. For hvilke A er (u, v) = u” Av,der Aeren

2 X 2-matrise, et indreprodukt i R*?

Hint: et indreprodukt ma tilfredsstille :
(v, w) = (w,v), (v,v) > 0(og linearitet). Sett

: o Wy Friee
innv — i A= |
(0 Wo BC e

forste li;_:mir-lg. Hva l'-xeter— en slik matrise?

e
e
1 1

0

ligning. Hva sier dette om det(A)?

1 andre
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1. (Var 2016, oppgave 1b)) Finn alle komplekse tall

z slik at z* = 8i og tegn dem i det komplekse planet.

2. (Proveeksamen Var 2021, oppgave 9) Hvilken
av fplgende pastander er riktdg? For en n x n-matrise
A har vi

* det(A) = 0 medferer at rank(A) =0
det{A) = 0 er ekvivalent med at rank(A) = 1
det(A) = 0 er ekvivalent med at rank{A) £ n—1
det(A) = 0 er ekvivalent med at rank(A) = n—1

det(A) = 0 medferer at rank(A) = n

3. (Var 2020, oppgave 13) La T : B* — E? vaere
linezrtransformasjonen som speiler en vektor om
x-aksen. Hva er egenverdiene tl T?

* T har ingen egenverdier
« 10g0
+1
logDog—1
=]
4. (Vir 2016, oppgave 4)
1 2
lLau= |2|,v= |4| ogw=

1 6
vektorer | B,

a) Skriv vektoren p = som en lineerkom-

=10
binasjon av u, v, 0g w.
3

b) Kan man skrive vektoren g = | 5| som en
(]

linezerkombinasjon av u, v, og w?

¢) Eru, v, w line@rt uavhengige?

5. (Kont 2021, oppgave 6) La a vare et reelt tall og

1 1 1
A=1|2 4 0 .
3 a 6—a

a) Finnes det reelle verdier for a slik at A er
inverterbar? 1 sé fall, hvilke?

b) Finn en basis for Col(A), for alle verdier av a.

¢) Hva er dimensjonen til Null(A), for alle verdier
av a?

d) Finnes det en b slik at Ax = b har ingen/en
unik/uendelig mange lesninger? Diskuter alle
alternativene.

6. (Proveeksamen Var 2021, oppgave 14) La P
vaere vektorrommet bestdende av polynomer med
reelle koeffisienter. Vi ser pa indreproduktet {-,-) :
P x P — R gitt ved

1

p(t)g(e)de.
1

(p(x),qlx)) = J-

a) Finn projeksjonen av polynomet p(x) = x” ned
pii underrommert av P bestiiende av polynomer
av grad mindre enn eller lik 1.

b) La P, vaere underrommet av P bestdende av
polynomer av grad mindre enn eller lik 2. Finn
et reelt tall ¢ slik at basisen 8 = (1, x,x% =)
er ortogonal med hensyn til indreprodukret
beskrever over (du trenger ikke vise at B er
en basis for alle reelle tall ¢).

7. (Var 2020, oppgave 36) En lgsning av
y#f_q}rf+4y:n

tilfredsstiller ¥(0) =0 og ¥'(1) = 1. Hva er y(1)?
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